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Le domaine des bases de donn� es est n�  au milieu des ann� es soixante en r� ponse aux 

besoins des applications de gestion dans les entreprises. Les premiers syst� mes 
disponibles, bien qu' assez simples et sans fondement alg� brique, ont cependant marqu�  un 
net progr� s dans la gestion d' information. En 1970, le mod� le relationnel d� finit les 
� l� ments fondateurs d' une approche formalis� e pour les syst� mes de gestion de bases de 
donn� es (SGBD) aboutissant aux premiers syst� mes commerciaux au d� but des ann� es 
80. L' � re du relationnel d� marre et n' est pas encore � teinte car beaucoup d' � volutions 
vont s' adosser �  ce mod� le pour l' enrichir ou, au moins, être compatibles avec lui. Le 
souci d' ouverture �  des applications d� passant le cadre de la gestion (CAO, g� nie logiciel, 
cartographie, bureautique, etc.) va conduire �  la prise en compte de donn� es �  structure 
plus riche que celle des tables relationnelles. L' orientation objet connaît un int� rêt fort 
dans les ann� es 90 et se traduit par l' arriv� e des SGBD orient� -objet puis des syst� mes 
dits relationnel-objet pr� servant les acquis du relationnel tout en introduisant de nouveaux 
m� canismes d� coulant de l' approche objet. Sollicit� s par des besoins apparus dans de 
nouvelles applications, les syst� mes d' information � voluent et s' enrichissent. Il en va 
ainsi, notamment, des entrepôts de donn� es et des syst� mes multidimensionnels, des 
donn� es semi-structur� es ou encore de la fouille de donn� es. 

 
Au cours des derni� res ann� es, d' importantes � volutions ont � t�  r� alis� es au niveau des 

processeurs, des unit� s de stockage et d' � change et des performances des processus 
d' acc� s �  des masses de donn� es. N� anmoins, force est de constater que les syst� mes 
d' interrogation n' ont pas suivi une telle croissance dans leur capacit�  d' expression et 
doivent encore progresser dans le sens d' une plus grande " intelligence". Ainsi, l ' acc� s �  
une information SHUWLQHQWH, adapt� e aux besoins et au contexte de l' utilisateur, reste un 
enjeu majeur pour les nouveaux syst� mes d' information. Les environnements Internet, par 
exemple, se caract� risent par une prolif� ration des ressources h� t� rog� nes (donn� es 
structur� es, documents textuels, composants logiciels, images…). Au fur et �  mesure que 
ce volume d' information s' accroît et que les donn� es se diversifient, les syst� mes 
d' interrogation (moteurs web, SGBD, etc.) d� livrent des r� sultats massifs en r� ponse aux 
requ� tes des utilisateurs, g� n� rant ainsi une surcharge informationnelle dans laquelle il est 
souvent difficile de distinguer l' information pertinente d' une information secondaire ou 
m� me du bruit.  
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Il est raisonnable de penser que l' � volution des besoins et la diversification des 
applications mettant en jeu des donn� es de nature vari� e (images, vid� os, sons, par 
exemple) et dont les traits s� mantiques peuvent � tre complexes, vont conduire �  
l' � mergence de syst� mes d' interrogation plus performants relativement �  leur puissance 
d' expression et �  la qualit�  des r� ponses retourn� es. 

 
Les syst� mes de gestion de bases de donn� es actuellement disponibles se caract� risent 

par le fait que, d' une part, ils repr� sentent et stockent des donn� es connues de façon 
pr� cise et, d' autre part, ils permettent de retrouver des informations �  partir de conditions 
de s� lection bool� enne (de type tout ou rien) uniquement. Dans toute requ� te, l' utilisateur 
ne peut que recourir aux conditions reposant sur la logique binaire, limit� e �  l' expression 
tranch� e de la satisfaction des conditions et �  leur seule combinaison conjonctive ou 
disjonctive. Il est impossible d' exprimer que certaines valeurs sont id� ales alors que 
d' autres conviennent, mais dans une moindre mesure. Si les conditions bool� ennes sont 
adapt� es �  nombre de besoins, elles atteignent leurs limites lorsque la fronti� re entre 
acceptabilit�  et rejet n' est pas bien nette ou quand des r� ponses qualifi� es, c' est-� -dire 
assorties de niveaux de satisfaction, sont souhait� es.  

 
L' interrogation flexible vise �  am� liorer la capacit�  d'expression des langages de 

requ� tes afin de prendre en compte des pr� f� rences exprim� es par l' utilisateur et faciliter 
l' acc� s �  des informations pertinentes. Il s' agit alors de traiter des requ� tes graduelles, 
c' est-� -dire retournant des r� ponses plus ou moins en ad� quation avec des crit� res 
d� crivant des ensembles de valeurs id� ales ou s' en � cartant quelque peu. Par exemple, 
dans la requ� te trouver les employés jeunes et bien payés de 
l’entreprise X, les crit� res jeune et bien-pay�  peuvent � tre plus ou moins 
satisfaits et leur d� finition doit tenir compte de pr� f� rences sur les valeurs des domaines 
indiquant lesquelles correspondent le mieux aux concepts d� crits. Dans cet exemple, il 
s' agit de faire une discrimination �  importance � gale sur l' âge et le salaire des employ� s, 
mais ces deux conditions pourraient � tre agr� ment� es de niveaux d' importance diff� rents.  

 
La th� orie des ensembles flous est particuli� rement bien adapt� e pour introduire la 

notion de gradualit�  dans les syst� mes d' interrogation. Elle constitue un outil g� n� ral apte 
�  repr� senter les id� es de similarit� , de pr� f� rence ou encore d' incertitude. Les ensembles 
flous permettent de d� finir des crit� res graduels commensurables, c' est-� -dire bas� s sur 
une m� me � chelle d' interpr� tation de valeurs de v� rit�  (habituellement comprises entre 0 
et 1). En cons� quence, ceux-ci peuvent � tre combin� s grâce �  des op� rateurs de 
conjonction ou de disjonction (� ventuellement pond� r� s pour exprimer des importances 
relatives entre crit� res), ou de moyennes exprimant des effets de compensation. Les 
r� sultats d' une requ� te comportant de telles conditions sont alors qualifi� s en fonction de 
leur niveau d' ad� quation et peuvent � tre totalement ordonn� s.  

 
Divers travaux portant sur l' expression et l' interpr� tation de requ� tes floues dans le 

contexte du mod� le relationnel ont vu le jour (voir : [Tahani, 1977 ; Buckles & Petry, 
1982 ; Kacprzyk, 1986 ; Pivert, 1991 ; Bosc & Pivert, 1995]). En particulier, 
l' interrogation flexible de bases de donn� es usuelles est un des th� mes principaux 
d� velopp� s par l' � quipe de recherche IRISA/Badins [Bosc et al., 2004]. Dans ce projet 
notamment, des adaptations des op� rateurs de l' alg� bre relationnelle ont � t�  � tudi� es en 
d� tail afin de prendre en compte des niveaux de pr� f� rence et manipuler des relations 



Introduction                                                                                                                          3 

floues1. Puis un langage de requ� tes flexibles de haut niveau, SQLf, extension du langage 
d' interrogation de bases de donn� es SQL, a � t�  sp� cifi� . Les aspects s� mantiques de ce 
langage ont � t�  analys� s de mani� re approfondie et la caract� risation de SQLf a atteint un 
niveau certain de maturit� . Il reste cependant que la gestion conjointe de degr� s de 
satisfaction et de quantit� s, par exemple au travers d' expressions quantifi� es, reste un 
point d� licat. Par ailleurs, se pose la question de l' adaptation de SQLf �  des technologies 
de type objet ou relationnel-objet.  

 
Les travaux pr� sent� s dans ce rapport se situent dans le cadre d' une probl� matique 

g� n� rale relative �  l' interrogation flexible de bases de donn� es usuelles (i.e. contenant des 
informations pr� cises). Ils ont d'abord port�  sur l' extension du langage OQL (Object 
Query Langage), le langage d©interrogation du mod� le de base de donn� es objet sp� cifi�  
par l'ODMG (Object Database Management Group) [Catell, 2000]. La finalit�  vis� e est la 
prise en compte de crit� res graduels afin d' interroger, en particulier, des bases de donn� es 
multim� dia [Connan & Rocacher, 1997b ; Connan, 1999]. Dans le contexte objet, le 
traitement de donn� es composites, inh� rentes �  ce mod� le, n� cessite des op� rateurs de 
requ� tes sp� cifiques, fortement composables. Il en d� coule que les requ� tes sont souvent 
multi-ensemblistes afin de pouvoir g� rer des occurrences multiples dans les r� sultats. 
Ainsi, le type multi-ensemble prend une importance particuli� re dans un langage 
d' interrogation comme OQL et son mod� le associ� . Le probl� me consiste alors �  d� finir 
un cadre g� n� ral permettant d' int� grer les diff� rentes notions de multi-ensemble, 
d' ensemble flou, de structures de donn� es imbriqu� es et de requ� tes flexibles.  

 
La prise en compte des multi-ensembles, d' une part, et de l' interrogation flexible, 

d' autre part, conduit �  introduire le concept de multi-ensemble flou. Un multi-ensemble 
flou est un multi-ensemble dont chaque occurrence de chaque � l� ment est associ� e �  un 
degr�  d' appartenance [Yager, 1986]. Par exemple, une projection �  partir d' un ensemble 
flou de n-uplets (ou d' objets) peut g� n� rer un multi-ensemble flou. Ceci peut � tre illustr�  
par la requ� te t r ouver  l e sal ai r e des empl oy� s j eunes . Comme plusieurs 
employ� s peuvent avoir le m� me salaire, le r� sultat peut contenir des doubles. De plus, 
chaque occurrence d' un salaire correspond �  un employ�  plus ou moins jeune et est donc 
associ� e �  un degr�  de satisfaction. En cons� quence, la collection contenant les r� sultats 
doit permettre de g� rer �  la fois des informations quantitatives et qualitatives sur des 
salaires. Elle repr� sente la distribution des salaires des employ� s jeunes. Une s� lection 
graduelle sur un multi-ensemble, comme dans t r ouver  l es pr odui t s st ock� s 
r � cent s  (où pr odui t s st ock� s est un multi-ensemble), et une mise �  plat d' une 
structure imbriqu� e, comme dans trouver les amis de mes amis, sont � galement 
deux exemples de requ� te retournant un multi-ensemble flou.  

 
L' objectif �  atteindre est de d� finir un cadre assurant qu' un multi-ensemble flou 

g� n� ralise (au moins dans un sens naïf) �  la fois le concept d' ensemble flou (donc 
d' ensemble) et de multi-ensemble. La structure doit � tre suffisamment riche et g� n� rique 
pour permettre de ne sp� cifier qu' un nombre r� duit d' op� rateurs � l� mentaires de requ� te 
tout en conservant leur caract� re compositionnel. Afin d' obtenir cette coh� rence du 
mod� le de donn� es, nous avons revu la caract� risation des multi-ensembles flous propos� e 
                                                
1 Une relation floue est une relation où chaque n-uplet est associé à un degré d’ appartenance. Par 
exemple, dans la relation floue produits-chers chaque n-uplet décrivant un produit est 
associé à un degré décrivant dans quelle mesure le produit considéré est cher.  
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initialement par Yager. Notre approche se fonde sur l' unique notion de nombre entier 

naturel graduel (dont l' ensemble est appel�  f) qui g� n� ralise �  la fois la notion d' entier 
et celle de degr�  de satisfaction.  

 
Ce type de nombre, caract� risant les occurrences d' un � l� ment dans un multi-ensemble 

flou ayant pour origine l' application d' un pr� dicat flou sur une collection (ensemble ou 
multi-ensemble) de donn� es, ne rev� t aucune impr� cision (m� connaissance). Il identifie 
pr� cis� ment �  la fois le nombre des occurrences d' un � l� ment et les degr� s de satisfaction 
de chacune d' elles, et se d� finit comme un ensemble flou conjonctif d' entiers positifs. De 
ce point de vue, il se diff� rencie nettement de la notion de nombre flou usuel [Dubois & 
Prade, 1978] qui a pour but de d� crire une quantit�  mal connue et repose sur une 
disjonction de valeurs possibles. Le calcul sur les nombres flous g� n� ralise le calcul sur 
les intervalles alors que le calcul sur les entiers graduels g� n� ralise celui sur les entiers. En 
cons� quence, leurs propri� t� s alg� briques sont assez diff� rentes.  

 
Au-del�  des multi-ensembles flous, les entiers graduels sont utiles par eux-m� mes pour 

repr� senter des quantit� s apparaissant dans des requ� tes flexibles (dans le mod� le 
relationnel ou le mod� le objet). Il en est ainsi des requ� tes visant �  calculer un agr� gat sur 
un ensemble flou, comme dans la question trouver la moyenne des salaires 
des empl oy� s j eunes  ou des requ� tes faisant intervenir une proposition quantifi� e 
floue comme t r ouver  l es d� par t ement s où l a pl upar t  des empl oy� s 
j eunes sont  bi en pay� s  ou encore des requ� tes faisant apparaître un facteur de 
multiplicit�  flou, comme dans combien de fois le stock des produits 
r � cent s peut - i l  pour voi r  à une commande de pr odui t s cher s . Ces 
interrogations ont la particularit�  de traiter des quantit� s conjointement �  des pr� f� rences, 
au travers d' un d� nombrement sur des ensembles flous, d' op� rations arithm� tiques 
(diff� rence, division, moyenne…) ou de l' utilisation de quantificateurs flous absolus, 
comme environ 10, ou relatifs, comme la plupart.  

 
Pour traiter ce genre de questions, des prolongements th� oriques sont n� cessaires afin 

d' � tre capable de r� aliser des op� rations de différence exacte et de division exacte entre 
nombres graduels. Ceci conduit �  la d� finition de l' ensemble des entiers relatifs graduels, 

f, et �  son prolongement, l' ensemble des nombres rationnels graduels, f. Par la suite, en 
fonction des besoins de l' utilisateur, des vues simplifi� es de ces nombres pourront � tre 

fournies en � valuant des approximations dans d' autres espaces comme f ou  
(l' ensemble des r� els). Outre les op� rations arithm� tiques sur des quantit� s graduelles, le 
traitement de conditions flexibles telles que : envi r on deux empl oy� s j eunes 
sont  bi en pay� s  ou l a pl upar t  des empl oy� s j eunes sont  bi en pay� s  
n� cessitent de d� finir des relations d' ordre sur des quantit� s floues, ce qui conduit �  
g� n� raliser la notion de degr�  de satisfaction et d' implication logique. Enfin, la 
composition des crit� res faisant intervenir de telles comparaisons am� ne �  reconsid� rer les 
op� rateurs logiques de conjonction et de disjonction.  

 
Toutes nos propositions sont dirig� es par des objectifs pratiques pr� cis relatifs �  

l' interrogation flexible de bases de donn� es. Cependant, les concepts d� velopp� s sont tr� s 
g� n� raux et ont une port� e qui va bien au-del�  des bases de donn� es, comme la fusion ou 
les r� sum� s de donn� es, la fouille de donn� es ou encore la recherche d' information et 
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l' interrogation de bases de documents de type XML. L' approche suivie est 
essentiellement pragmatique, avec un souci constant de pr� server la rigueur et la 
coh� rence des propositions. N� anmoins, les analyses math� matiques compl� tes des 
concepts pr� sent� s, notamment l' axiomatisation des multi-ensembles flous, ont � t�  
consid� r� es comme allant au-del�  de nos ambitions pr� sentes et feront l' objet de futures 
recherches.  

 
Ce m� moire a pour objectif de d� crire une synth� se de nos principales contributions, il 

se veut cependant suffisamment p� dagogique pour que les concepts et principes expos� s 
puissent � tre compris sans avoir recours �  des lectures compl� mentaires. Ainsi, nous nous 
sommes efforc� s de situer nos travaux par rapport �  l' existant, sans toutefois � tablir des 
bibliographies exhaustives. De plus, nos analyses sont pouss� es �  un niveau de d� tail 
suffisant et illustr� es d' exemples simples pour en faciliter la compr� hension. 
 

Enfin, il est �  noter que le travail pr� sent�  dans ce m� moire couvre les dix derni� res 
ann� es d' activit� s de l' auteur en tant qu' enseignant-chercheur dans le cadre du projet 
IRISA/Badins. Auparavant les th� mes abord� s furent tr� s � loign� s de ceux d� velopp� s ici. 
Ils ont eu successivement trait �  :  

- l' exploitation du parall� lisme sur des architectures pilot� es par les donn� es, dans le 
cadre d' une th� se de 3� me cycle effectu� e au centre de recherche Bull ;  

- le d� veloppement d' outils de CAO de VLSI, en tant qu' ing� nieur de recherche et 
d� veloppement dans un projet de conception d' un processeur DPS7 Bull ;  

- le d� veloppement de recherches m� thodologiques pour la qualit�  et la fiabilit�  des 
logiciels, dans le cadre d' un projet europ� en ESPRIT. 

 
 

3ODQ�GX�P pP RLUH�

 
La suite de ce m� moire est organis� e comme suit.  

 
Le chapitre 1 positionne quelques � l� ments fondamentaux sous-jacents �  nos 

propositions. Il comporte deux parties. La premi� re est consacr� e �  un court rappel de la 
notion d' ensemble flou et de la caract� risation de normes et co-normes au moyen de 
fonctions g� n� ratrices. Ce dernier point est mis en exergue car nous nous y r� f� rons �  
plusieurs reprises, notamment au cours du chapitre 5. La seconde partie vise �  fournir 
quelques points-cl� s du langage SQLf et �  en � tablir un bilan. L' objectif est de proposer de 
nouvelles extensions pour ce langage et pour OQL, son correspondant objet.  

 
Le chapitre 2 est consacr�  �  la notion d' entier graduel. Apr� s une pr� sentation des 

principales propositions d� finissant la cardinalit�  d' un ensemble flou, une br� ve 
discussion l� ve certaines confusions quant aux interpr� tations des cardinalit� s floues. Ceci 

nous am� ne ensuite �  d� finir l' ensemble des entiers naturels graduels ( f) et ses 
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principaux op� rateurs. Une attention particuli� re est port� e �  la diff� rence et �  la division 

enti� re. Enfin, f est prolong�  en f, l' ensemble des entiers relatifs graduels.  
 
Au chapitre 3, le concept de multi-ensemble flou est caract� ris�  puis d� fini comme 

extension des multi-ensembles et des ensembles flous au moyen de nombres 

d' occurrences flous appartenant �  f. La prise en compte de multi-ensembles �  nombres 

d' occurrences n� gatifs est ensuite abord� e et une extension floue, fond� e sur f, est 
propos� e. 

 

Le chapitre 4 traite du prolongement de f en f, l' ensemble des nombres rationnels 
flous. Des � l� ments d' application pour le calcul d' une moyenne ou de diff� rents indices 
sont pr� sent� s.  

 
Le chapitre 5 est d� volu �  la d� finition de relations d' ordre entre nombres graduels et �  

la g� n� ralisation de la notion de degr�  de satisfaction et des op� rateurs logiques. 
 
Le chapitre 6 montre comment les nombres graduels et leurs relations d' ordre 

graduelles constituent un cadre g� n� ral pour traiter des expressions quantifi� es. 
 
Enfin, le chapitre 7 est consacr�  �  la formulation de requ� tes flexibles adress� es �  des 

bases de donn� es orient� es-objet usuelles. La d� marche suivie consiste, dans un premier 
temps, �  � tendre des op� rateurs � l� mentaires de requ� te en pr� cisant leur s� mantique. La 
composition de ces op� rateurs permet, ensuite, de d� finir la s� mantique de requ� tes plus 
complexes exprim� es dans un langage alg� brique ou dans un langage de haut niveau 
comme OQL.  

 
La conclusion fait ressortir les apports de nos contributions et offre l' occasion 

d' envisager et de discuter quelques aspects prospectifs.  



 

�

�

&KDSLWUH�� �

 

( QVHP EOHV�IORXV�HW�LQWHUURJDWLRQ�IOH[ LEOH�

 
 

� �� � ,QWURGXFWLRQ�
 
L' interrogation flexible a pour objectif de prendre en compte des pr� f� rences de 

l' utilisateur dans des requ� tes adress� es �  une base de donn� es usuelles. Diff� rentes 
approches ont � t�  propos� es afin d' introduire des pr� f� rences dans un langage de requ� tes. 

 
Une premi� re approche consiste �  consid� rer les requ� tes comme compos� es de deux 

parties : l' une bool� enne visant �  s� lectionner des n-uplets et l' autre sp� cifiant la mani� re 
d' ordonner les � l� ments s� lectionn� s. Un syst� me comme PreferenceSQL [Kießling & 
Köstler, 2002] met en œuvre cette technique. Des pr� f� rences sur les crit� res sont d� finies 
lors de leur combinaison. Leur juxtaposition traduit qu' ils ont tous la m� me importance, 
alors qu' une combinaison en cascade leur attribue des importances relatives de plus en 
plus faibles. Cela a pour cons� quence de produire un ordre partiel sur les r� sultats qui 
sont regroup� s en diff� rentes classes non comparables entre elles. Par contraste, dans des 
syst� mes comme Deduce2 [Chang, 1982] ou Preferences [Lacroix & Lavency, 1987], le 
crit� re secondaire exprimant les pr� f� rences produit un ordre total sur les r� sultats d' une 
requ� te.  

 
Une deuxi� me façon de proc� der est de prendre en compte des requ� tes impliquant des 

conditions impr� cises qui sont ensuite traduites sous forme de conditions bool� ennes 
r� f� rençant des intervalles d' acceptabilit�  plutôt que de simples valeurs. Dans ce cadre, 
des distances locales, associ� es �  chaque condition, et une distance globale, s' appliquant �  
un � l� ment dans son ensemble, sont utilis� es pour d� terminer le rang des � l� ments retenus. 
Plusieurs syst� mes, comme Ares [Ichikawa & Hirakawa, 86] ou Vague [Motro, 1989], 
sont bas� s sur de tels op� rateurs de similarit� . Ces syst� mes posent des probl� mes du fait 
du caract� re ad hoc du calcul associ�  �  l' � valuation de conjonctions ou de disjonctions au 
sein de requ� tes complexes. 
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Enfin, une troisi� me solution est bas� e sur la th� orie des ensembles flous pour 
l' interpr� tation de conditions flexibles (ou graduelles, c' est-� -dire pouvant � tre plus ou 
moins satisfaites). Les pr� f� rences sont prises en compte au travers de l' expression de 
pr� dicats flous commensurables. De tels pr� dicats, bas� s sur un r� f� rentiel commun 
d' interpr� tation, peuvent � tre combin� s au moyen d' une riche palette d'op� rateurs de la 
logique floue dont certains, traduisant par exemple des effets de compensations ou 
d' importances relatives entre crit� res, n' ont pas de correspondant dans la logique 
bool� enne. La s� lection des donn� es et l' exploitation de pr� f� rences pour les ordonner 
sont donc fusionn� es et les r� sultats sont totalement ordonnés. Il a � t�  montr�  [Bosc & 
Pivert 92] qu' une telle approche englobe les capacit� s d' expression de Deduce2, 
Preferences, Ares et Vague. L' approche PreferenceSQL peut � galement � tre consid� r� e 
dans le cadre des ensembles flous moyennant l' introduction dans le langage d' op� rateurs 
d' ordonnancement lexicographique de type leximin ou discrimin [Dubois et al., 
1997 ; Yager et al., 2005].  

 
Dans le domaine des bases de donn� es, parmi les travaux pionniers visant �  am� liorer 

la flexibilit�  des syst� mes en s' appuyant sur la th� orie des ensembles flous, on peut citer : 
les propositions de Tahani d� finissant un langage plutôt rudimentaire bas�  sur des 
s� lections floues [Tahani, 1977] ; la d� finition d' une algèbre relationnelle étendue [Prade 
& Testemale, 1984] ; les travaux de Kacprzyk sur la prise en compte de quantificateurs 
flous [Kacprzyk, 1986] ; le langage SQLf [Bosc et al., 1988 ; Bosc & Pivert, 1995], qui 
généralise la plupart des constructeurs de SQL.  

 
Le travail présenté dans ce mémoire se place dans le cadre général de l’ interrogation 

flexible de bases de données basé sur la théorie des ensembles flous. Ce chapitre, qui a 
pour but de positionner les principaux fondements sur lesquels s’ appuient nos 
propositions, comporte deux parties. La première est consacrée à un court rappel de la 
notion d’ ensemble flou et de la caractérisation de normes et co-normes au moyen de 
fonctions génératrices. La seconde vise à fournir quelques points clés du langage SQLf et 
à en établir un bilan. Elle ne se veut toutefois pas une description exhaustive de ce 
langage. 
 
 

� �� � ( QVHP EOHV�IORXV�
 

Un ensemble flou E [Zadeh, 1965], défini sur un domaine X, peut se caractériser par 
une fonction, notée mE, de X sur l’ intervalle [0, 1]. Dans le cas d’ un ensemble flou fini E, 
on note généralement : 

E = { m(x1)/x1, … , m(xn)/x n} 2. (1.1) 
 
Un ensemble flou peut � galement � tre d� crit comme une collection d' ensembles 

ordinaires emboît� s gr� ce �  la notion de coupes de niveau ou a-coupes. La coupe de 

                                                

2 L' ensemble flou E est aussi not�  : E = i

n

1i
i x/)x(å

=
m . 
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niveau a de l' ensemble flou E, not� e Ea, est l' ensemble usuel compos�  des � l� ments dont 
le degr�  d' appartenance �  E est au moins � gal �  a, d' où : 

Ea = { x | x Î  X et mE (x) ³  a} .  (1.2) 

 
Les coupes de niveau � tablissent un lien naturel entre ensemble flou et ensemble usuel 

et permettent d' exprimer un ensemble flou par ses interpr� tations plus ou moins 
"exigeantes" ou "relax� es" en termes d' a-coupes.  
 

Les normes et conormes triangulaires3 constituent les fondements de l' extension aux 
ensembles flous du couple intersection/union dont la contrepartie logique est la paire 
conjonction/disjonction (et/ou). Nous examinons ci-dessous les caract� risations de ces 
op� rations et de la n� gation au moyen de fonctions g� n� ratrices car elles constituent un 
point cl�  dans la suite de nos propositions.  
 

� �� �� � 1 RUP HV��
 
Dans l' intervalle [0, 1], une t-norme Ù est un op� rateur binaire qui satisfait au moins les 

axiomes suivants : 

± �associativit�  : Ù(x, Ù(y, z)) = Ù(Ù (x, y), z) ;  

± �commutativit�  : Ù(x, y) = Ù(y, x) ;  

± �monotonie : si x1 < x2 alors Ù(x1, y) £ Ù(x2, y) ; 

±  1 est � l� ment neutre : Ù(1, x) = Ù(x, 1) = x.  
 

Il existe une infinit�  de t-normes satisfaisant ces quatre axiomes de base. Par exemple, 
Schweizer et Sklar [Schweizer &  Sklar, 1963] ont introduit une famille de normes, not� e 

Ùp, avec p Î  *, d� finie par : 

Ùp(x, y) = max(0, (xp + yp ±1)1/p). (1.3) 
 

Cette classe est tout fait remarquable dans la mesure où elle g� n� re les quatre normes 
suivantes qui sont les plus fr� quemment utilis� es :  

±  Zadeh (ou standard) : Ùp(x, y) = min(x, y), quand p ®  -’  

±  Probabiliste : Ùp(x, y) = x y, quand p ®  0  

±  Lukasiewicz : Ù1(x, y) = max(0, x + y ±1)  

±  Drastique : Ù+ � (x, y) = 0 si (x, y) Î  [0, 1[2 ; min(x, y) sinon, quand p ®  +’  
 
La norme de Zadeh se trouve être la plus grande des normes, alors que la norme 

drastique est la plus petite. Ainsi, selon les valeurs du paramètre p, la famille des normes 
de Schweizer et Sklar permet de couvrir un spectre de normes allant de la plus petite à la 
plus grande des normes.  

                                                
3 Elles sont aussi appel� es t-normes et t-conormes. 
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En plus des axiomes de base, d' autres propri� t� s peuvent � tre prises en consid� ration 

pour caract� riser une norme, comme la continuit� , la sous idempotence (Ù(x, x) < x) ou la 
stricte monotonie. Une norme est dite archimédienne si et seulement si elle est continue et 
sous-idempotente. La norme de Zadeh est continue mais non archim� dienne, la norme 
drastique n' est pas continue, celle de Lukasiewicz est archim� dienne et non strictement 
monotone, alors que la norme probabiliste est archim� dienne et strictement monotone.  

 
Les normes archim� diennes ont la particularit�  de pouvoir � tre engendr� es par un 

g� n� rateur additif d� fini par une fonction f continue d� croissante de [0, 1] dans +, telle 
que  f(1) = 0.  Ces normes se d� finissent par :  

Ù (x, y) = )),y(f)x(f(f )1( +-  (1.4) 
 

avec )1(f - la fonction pseudo-inverse de f :  

ï
î

ï
í

ì

¥+Î

Î

¥-Î

= --

[),0(f]xsi0

)]0(f,0[xsi)x(f

]0,]xsi1

)x(f 1)1(  

 
Comme f est un g� n� rateur d� croissant, la fonction g d� finie par  )x(f)0(f)x(g -=   et  

)x)0(f(f)x(g )1()1( -= --   est un g� n� rateur croissant tel que :  

Ù(x, y) = ))1(g)y(g)x(g(g )1( -+- ,  (1.5) 
 
Avec )1(g -  la fonction pseudo-inverse de g : 

ï
î

ï
í

ì

¥+Î

Î

¥-Î

= --

[),1(g]xsi1

)]1(g,0[xsi)x(g

]0,]xsi0

)x(g 1)1( . 

 
Par exemple, la famille des normes de Schweizer et Sklar peut � tre obtenue en utilisant 

le g� n� rateur d� croissant : 
 

f(x) = px1-  et 
ï
î

ï
í

ì

¥+Î

Î-

¥-Î

=-

[,1]xsi0

]1,0[xsi)x1(

[0,]xsi1

)x(f p/1)1( , avec p > 0. 

 
Le g� n� rateur croissant associ�  est : 

g(x) = x
p
, avec 

ï
î

ï
í

ì

¥+Î

Î

¥-Î

=-= --

[,1]xsi1

]1,0[xsix

[0,]xsi0

)x)0(f(f)x(g p/1)1()1( . 
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� �� �� � &RQRUP HV�
 
Une conorme Ú est associative, commutative, monotone non décroissante et admet 0 

comme élément neutre. Les conormes archimédiennes (i.e. Ú(x, y) > x) peuvent être 
définies à l’ aide d’ un générateur additif g strictement croissant tel que :  

Ú(x, y) = ))y(g)x(g(g )1( +- . (1.6) 
 
A tout générateur croissant peut être associé un générateur décroissant f défini par :  

)x(g)1(g)x(f -=   et  )x)1(g(g)x(f )1()1( -= -- . Les conormes qui en découlent sont 
telles que :  

Ú(x, y) = )).0(f)y(f)x(f(f )1( -+-   (1.7) 
 

Par exemple la famille de conormes de Yager [Yager, 1980] définie par :  

Úp(x, y) ))yx(,1min( p/1pp +=   
 
est obtenue en utilisant le g� n� rateur  g(x) = xp  (avec p > 0). 
 

Le g� n� rateur d� croissant associ�  est  f(x) = px1- , c©est celui qui a permis de g� n� rer 
la famille des normes de Schweizer et Sklar. 
 

� �� �� � 1 pJDWLRQV�
 

L'op� ration de compl� mentation floue sur [0, 1] doit satisfaire au moins les deux 
axiomes suivants pour garantir la coh� rence avec le compl� ment classique : 

± conditions limites : ;01;10 ==  

± monotonie : yxalorsyxsi ³£ . 
 

G� n� ralement deux exigences compl� mentaires, la continuit�  et l' involutivit�  ( xx = ), 
sont satisfaites par les compl� ments les plus courants. Une particularit�  importante de ces 
op� rateurs est qu' ils peuvent � tre g� n� r� s au moyen d' une fonction g continue strictement 

croissante de [0, 1] dans , telle que: 

g(0) = 0 et ))x(g)1(g(gx )1( -= - . (1.8) 
 

Par exemple, le g� n� rateur croissant  g(x) = x
p
  produit la famille de compl� ments de 

Yager d� finie par :  

p/1p)x1(x -= . 
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� �� �� � &RQFOXVLRQ�
 

Dans la suite de ce m� moire, l' � tude de la composition de pr� dicats comportant des 
comparaisons entre quantit� s floues (cf. chapitre 5) conduit �  nous focaliser sur des 
familles de triplets (norme, conorme, n� gation) construites �  partir d' une fonction 
g� n� ratrice strictement croissante et, en particulier, �  partir du g� n� rateur xp avec p > 0 
(cf. table 1.1).  
 

 g(x) croissant g(x) = xp 
 

Ù(x, y) ))1(g)y(g)x(g(g )1( -+-

 
max(0, p/1pp )1yx( -+ ) 

Ú(x, y) ))y(g)x(g)(g 1( +-  min(1, p/1pp )yx( + ) 

x  ))x(g)1(g(g )1( --  p/1p)x1( -  
 

7DEOH�� �� . 7ULSOHWV�GH�' H�0 RUJDQ�JpQpUpV�SDU�XQH�IRQFWLRQ�FURLVVDQWH. 
 
De tels triplets satisfont les lois de De Morgan [Klir & Yuan, 1995]. Ils permettent de 

g� n� rer des implications floues dont la forme g� n� rale est : 

(x Þ f y) = ))).y(g)x(g1(g,1min( )1( +--  
 
En particulier, en utilisant le g� n� rateur xp [Wallen, 2003] on obtient la famille 

d' implications param� tr� es de Lukasiewicz :  

(x Þ f y) = ))yx1(,1min( p/1pp +- . (1.9) 

 
Par la suite, au chapitre 5, nous montrons que de telles implications floues peuvent � tre 

g� n� ralis� es comme des comparaisons de quantités graduelles. 
 
 

� �� � ,QWHUURJDWLRQ�IOH[ LEOH�
 
Un des objectifs de la recherche dans le domaine des bases de donn� es est de rendre 

plus souples les syst� mes de gestion de l' information. Il est important de noter que cette 
flexibilit�  peut intervenir �  deux niveaux :  

1. les requ� tes ; 

2. les donn� es stock� es.  
 
Concernant les requ� tes, l' objectif est de faciliter l' acc� s �  des informations pertinentes 

en prenant en compte des préférences exprim� es par l' utilisateur. Ces pr� f� rences peuvent 
� tre d� finies au travers de pr� dicats flous (ou graduels) mod� lis� s �  l' aide d' ensembles 
flous (conjonctifs) de valeurs plus ou moins satisfaisantes.  
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Concernant les donn� es de la base, l' objectif est de disposer de syst� mes capables de 
g� rer des donn� es impr� cises ou mal connues. De telles donn� es sont g� n� ralement 
mod� lis� es �  l' aide d' ensembles pond� r� s disjonctifs de valeurs candidates qui, dans ce 
cadre, correspondent �  des distributions de possibilit� 4.  

 
Ces deux aspects sont orthogonaux et peuvent se traiter ind� pendamment. Notre � tude 

se place dans le contexte de la formulation de requ� tes flexibles (ou graduelles) adress� es 
�  des bases de donn� es usuelles. 

 
Dans la suite de cette section, les diff� rents types de pr� dicats flous pouvant intervenir 

dans une requ� te flexible sont tout d' abord pr� sent� s. Puis, nous d� crivons une extension 
aux relations floues de l' alg� bre relationnelle. Celle-ci constitue une base formelle pour la 
manipulation de ces relations. Enfin, une vue d' ensemble de SQLf et un bilan sur ce 
langage de haut niveau sont pr� sent� s. 

 

� �� �� � �3UpGLFDWV�JUDGXHOV�
 

De m� me que l' on passe de la notion d' ensemble �  celle de pr� dicat bool� en, il est 
possible de passer des ensembles flous aux pr� dicats flous. Un pr� dicat flou F s' applique �  
un � l� ment x d' un ensemble et prend une valeur de v� rit�  dans l' intervalle unit�  ([0, 1]) 
traduisant l' ad� quation de x vis-� -vis du concept sous-jacent �  F, comme jeune ou bien-
pay� . Parmi les pr� dicats graduels, on distingue :  

–  Les prédicats atomiques : ils correspondent généralement à des adjectifs comme 
"grand", "jeune", "important" et sont définis par des ensembles flous.  

–  Les prédicats modifiés : ils correspondent à des adjectifs dont le sens est modifié 
au moyen d’ un adverbe tel que "très", "plus ou moins", "relativement"… Ces 
modificateurs sont représentés par des fonctions de [0, 1] dans [0, 1]. 

–  Les prédicats composés : la théorie des ensembles flous offre une panoplie de 
mécanismes d’ agrégation beaucoup plus riche que le cadre booléen. Ainsi les 
prédicats peuvent être combinés grâce à des opérateurs de conjonction ou de 
disjonction (éventuellement pondérés pour exprimer des importances relatives 
entre critères) ou de moyennes exprimant des effets de compensation (L�H. la 
moyenne arithmétique ou la moyenne pondérée ordonnée OWA [Yager, 1988]). 
Enfin, des prédicats peuvent être combinés dans le cadre de propositions 
quantifiées généralisant le cas des quantificateurs existentiel et universel, 
comme dans la requête trouver les employés satisfaisant pr esque 
t out es les conditions : être bien payé, être moyennement 
âgé, travailler dans une grande compagnie. 

 
 
 

                                                
4 La th� orie des possibilit� s a � t�  introduite par Zadeh [Zadeh, 1978]. Elle permet de d� crire une 
grandeur partiellement connue en � num� rant ses valeurs possibles et en sp� cifiant des pr� f� rences 
sur ces valeurs.  
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� �� �� � �$ OJqEUH�UHODWLRQQHOOH�pWHQGXH�
 

Le point de vue alg� brique permet de d� finir un cadre formel �  l' interrogation flexible. 
L' objectif est d' � tendre les op� rations de l' alg� bre relationnelle afin de pouvoir les 
appliquer sur une (des) relation(s) graduelle(s). Une relation graduelle est une relation 
dont chaque n-uplet t est associ�  �  un poids dans [0, 1] indiquant dans quelle mesure t 
appartient �  l' ensemble flou repr� sent�  par la relation. Les r� sultats retourn� s par ces 
op� rateurs sont des relations graduelles. Leurs d� finitions correspondent �  des extensions 
assez directes de celles des op� rateurs usuels. Ils sont obtenus, d' une part, en consid� rant 
les relations floues manipul� es comme des ensembles flous de n-uplets, d' autre part, en 
introduisant des pr� dicats graduels au lieu des seuls pr� dicats bool� ens. Consid� rant des 
relations floues r et s de sch� ma R(X) et S(Y), les principaux op� rateurs sont d� finis de la 
fa� on suivante :  
 

±  union : ))x(s),x(rmax( (x)sr mm=Èm  ; 

±  intersection : ))x(s),x(rmin( (x)sr mm=Çm  ; 

±  diff� rence : ))x(s1),x(rmin( (x)
sr

 (x)sr m-m=
Ç

m=-m  ; 

±  produit Cart� sien : ))y(s),x(rmin( (xy)sr mm=´m  ; 

±  s� lection : ))x(p),x(rmin( (x))p,r(select mm=m   où p est un pr� dicat flou; 

±  projection : ))vw(r(wmax (v))V,r(project m=m   où V est un sous-ensemble de 

X, v prend ses valeurs dans V et w dans X- V ; 

±  jointure : ))B.y,A.x(),y(s),x(rmin( (x))B,A,,s,join(r qmmm=qm   où q est un 

comparateur graduel et A (resp. B) sont des attributs de r (resp. s).  
 

Une particularit�  importante �  souligner est que ces op� rateurs peuvent � tre compos� s 
et forment un V\ VWqPH�GH�FDOFXO� IHUPp. De plus, la plupart des propri� t� s habituelles de 
l' alg� bre relationnelle sont conserv� es. Il est ainsi possible de fonder l' interrogation 
flexible de bases de donn� es sur une telle alg� bre � tendue. Notons que d' autres d� finitions 
sont possibles en rempla� ant le couple (min, max) par un autre couple (norme, conorme) 
mais dans ce cas certaines propri� t� s, par exemple la double distributivit�  union / 
intersection, peuvent � tre perdues. 
 

� �� �� � ( [ WHQVLRQ�GX�ODQJDJH�64 / �

 
Au-delà d’ un langage élémentaire de requêtes flexibles obtenu par extension de 

l’ algèbre relationnelle, dans la pratique, il est nécessaire de fournir à l’ utilisateur un 
langage de haut niveau. Le langage appelé SQLf, décrit dans [Bosc & Pivert, 1995] [Bosc 
et al., 2004], est une extension de SQL permettant de formuler des requêtes graduelles. La 
définition de ce langage réside dans l’ introduction d’ aspects graduels partout où ils 
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pr� sentent un int� r� t. Cette sous-section vise simplement �  donner quelques � l� ments 
essentiels de ce langage.  

 
La structure en trois clauses select, from et where du bloc de base SQL est conserv� e 

en SQLf. La clause from ne subit aucune modification et les diff� rences concernent 
essentiellement deux points : le calibrage du r� sultat, qui peut se traduire par un nombre 
de r� ponses d� sir� es (not�  n) et/ou un seuil qualitatif (not�  t), et la nature des conditions 
autoris� es. Le bloc de base est donc de la forme :  

VHOHFW [n | t | n, t] attributs IURP  relations ZKHUH condition floue.  (1.10) 
 
Cette expression s' interpr� te comme la restriction floue du produit cart� sien des 

relations impliqu� es, suivie d' une projection sur les attributs de la clause "select", puis du 
calibrage des r� ponses (n meilleurs � l� ments et/ou ceux d� passant le seuil t). Afin de 
g� n� rer une relation floue, lorsque des doublons apparaissent, seul le n-uplet le plus 
satisfaisant est retenu.  

 
 
Exemple 1.1. Soit les relations emp de sch� ma (emp#, e-nom, salaire, 

empl oi ,  âge,  vi l l e,  #dep) et dept  de sch� ma (dep#, d-nom, budget, lieu) 
o�  les attributs ont leur sens canonique. La question : t r ouver  l es empl oy� s 
( num� r os et  noms)  sat i sf ai sant ,  au- del à du degr �  0. 6,  l a 
condi t i on :  � t r e j eune et  t r avai l l er  dans un d� par t ement  à gr os 
budget  s' � crit : 

VHOHFW�0.6 emp#, e-nom  

IURP  emp E, dept D  

ZKHUH E.dep# = D.dep# DQG E.� ge = "jeune" DQG D.budget = "gros".¨  
 
L' un des avantages de l' interrogation flexible est d' offrir une palette tr� s riche de 

connecteurs pour construire des pr� dicats complexes. Ainsi, outre les op� rateurs de 
disjonction ou de conjonction (� ventuellement pond� r� s) ou autres, il est possible 
d' utiliser un quantificateur flou portant sur une liste de conditions. Le rôle du 
quantificateur est alors d' exprimer une attitude interm� diaire entre la disjonction et la 
conjonction de condition floues.  

 
 
Exemple 1.2. Soit les relations emp et dept, la question : trouver les employés 

satisfaisant la plupart des conditions : vivre à Rennes, être bien 
payé, avoir un emploi hautement qualifié, être plutôt jeune et 
travailler dans un département à gros budget s’ écrit : 

VHOHFW�emp#, e-nom  

IURP  emp E, dept D  

ZKHUH la-plupart (E.ville = "Rennes", E.salaire = "bien pay� ", E.� ge = "jeune", 

                             E.emploi = "hautement qualifi� ", D.budget = "gros").¨  
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L' � valuation qualitative d' une telle proposition est fond� e sur l' utilisation d' une 
int� grale de Sugeno [Li� tard, 1995]. Celle-ci d� termine le meilleur compromis entre a un 
seuil de satisfaction et la mesure (relativement au quantificateur) de la satisfaction du 
nombre de conditions satisfaites au moins �  un niveau a.  

 
SQLf autorise � galement l' emploi de pr� dicats construits par imbrication d' un bloc 

appel�  sous-requ� te. Les op� rateurs utilis� s pour introduire une sous-requ� te sont 
l' appartenance (in), la non vacuit�  (exists), la comparaison �  une ou toutes les valeurs 
retourn� es (q any et q all) et leur n� gation. Ces constructions ont � t�  � tendues au cas o�  la 
sous-requ� te d� livre une relation floue. Il est � galement possible de consid� rer un autre 
axe d' extension consistant �  rendre graduels les op� rateurs d' imbrication eux-m� mes. 
Ainsi, l' op� rateur inf teste dans quelle mesure une valeur donn� e ressemble �  l' une de 
celles contenues dans l' ensemble (flou) retourn�  par une sous-requ� te. De m� me, les 
constructeurs exists, any et all de SQL (qui correspondent aux quantificateurs existentiel 
et universel) peuvent � tre rendus graduels en leur donnant une s� mantique de 
quantificateur flou.  

 
Enfin, le langage SQLf permet d' effectuer des partitionnements de relations. Il s' agit 

de regrouper des n-uplets par un group-by et d' exprimer une condition ensembliste floue 
sur le regroupement par la clause having. Les conditions permettant la s� lection 
d' ensembles de n-uplets sont � tendues �  des conditions graduelles de trois types : 
application d' un crit� re flou au r� sultat d' un agr� gat, emploi de propositions quantifi� es, 
comparaison d'ensembles flous. Des fonctions d' agr� gat (avg, sum, min...) peuvent � tre 
utilis� es �  l' int� rieur d'une condition avec cependant la restriction que ces agr� gats 
doivent s' appliquer sur des ensembles usuels.  

 
 
Exemple 1.3. La requ� te concernant la relation emp pr� c� dente visant �  trouver les 

d� par t ement s où l a moyenne des sal ai r es des i ng� ni eur s se s i t ue 
aux envi r ons de 3000 €  s' � crit :  

VHOHFW dep# IURP  emp ZKHUH emploi = "ing� nieur"  

JURXS�E\  dep# KDYLQJ environ(avg(salaire), 3000). 
 
Dans cette requ� te la condition de la clause where est n� cessairement bool� enne afin 

que la fonction de calcul de la moyenne (avg) s' applique �  un ensemble usuel. ¨  
 
Un usage int� ressant du partitionnement en SQLf concerne l' expression de la division 

� tendue. Alors que SQL ne poss� de pas d' op� rateur permettant la construction simple de 
la division, en SQLf des op� rateurs d' inclusion graduelle containsi, fond� s sur une 
implication floue i, permettent des formulations directes la division  de relations floues 
[Bosc & Pivert, 1997]. Il a � t�  mis en � vidence dans [Bosc et al., 1997] que les degr� s 
jouent un rôle d' importance lorsque l' implication i sous-jacente est une S-implication et 
un rôle de seuil avec une R-implication.  
 
 

Exemple 1.4. Soit les relations cmd de sch� ma CMD(magasin#, produit#, 
quant i t � )  et pr od de sch� ma PROD(produit#, prix). La requ� te trouver les 
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magasins auxquels ont été commandés en quantité modérée tous les 
produits chers s’ écrit :  
 

VHOHFW magasin# IURP  cmd ZKHUH quantit�  = "mod� r� "  

JURXS�E\  magasin#  

KDYLQJ VHW(produit#) FRQWDLQV�  (VHOHFW produit# IURP  prod ZKHUH prix = "cher")¨  
 
Un autre type d' extension de la division relationnelle, appel� e division approch� e, 

correspond au cas o�  le quantificateur universel sous-jacent �  la division est lui-m� me 
relax� . Cette relaxation peut par exemple passer par l' utilisation d' un quantificateur 
linguistique comme "la plupart" [Bosc et al., 2005a-b-c].  

 
 

� �� �� � �%LODQ�
 
La technologie des bases de donn� es relationnelles a � t�  d� velopp� e sur la notion de 

relation, vue comme un ensemble de n-uplets, et la formalisation de langages de requ� tes 
s' appuyant sur l' alg� bre relationnelle et le calcul relationnel. Cependant, dans la pratique, 
les SGBD commerciaux sont souvent construits sur la notion plus g� n� rale de multi-
ensemble, c' est-� -dire de collection d' � l� ments de m� me type pouvant contenir des 
doubles. Autrement dit, les tables peuvent contenir des n-uplets en un ou plusieurs 
exemplaires, ce qui, en cons� quence, affecte les langages de requ� tes. Ainsi, le bloc de 
base de SQL "select [distinct] A1, … Ap from R1, … Rn where condition" porte sur des 
relations Ri qui peuvent � tre d� finies comme des multi-ensembles de n-uplets. Pour 
obtenir un r� sultat sans double, il est n� cessaire de faire suivre le mot-cl�  select du mot-
cl�  distinct, sans quoi, par d� faut, le r� sultat correspond �  un multi-ensemble.  

 
Cette prise en compte des multi-ensembles dans la mise en œuvre des SGBD 

relationnels est en partie due �  des probl� mes de performance lors de l' � valuation de 
requ� tes. En effet, la suppression des doubles peut s' av� rer � tre une op� ration tr� s 
co� teuse. Par exemple, lors d' une op� ration de projection, si le r� sultat souhait�  est un 
ensemble, il est n� cessaire de comparer chaque nouveau n-uplet introduit dans la table 
r� sultat avec tous les n-uplets d� j�  introduits, afin d' � viter les doubles. Par contre, si le 
r� sultat est un multi-ensemble, il suffit d' ajouter la projection de chaque n-uplet de la table 
initiale dans le r� sultat, sans autre comparaison. L' usage de multi-ensembles est donc utile 
pour certaines mises en œuvre. 

 
Mais la s� mantique multi-ensembliste et la gestion de doubles dans une requ� te sont 

� galement int� ressantes en soi. Par exemple, lors de la recherche des � ges des enseignants 
obtenus par projection de la relation Ensei gnant s( nom,  âge,  d� par t ement )  sur 
l' attribut � ge, la gestion des occurrences permet d' extraire une information d� crivant la 
distribution des � ges des enseignants. Il est ensuite possible d'appliquer des op� rations 
d' agr� gation (sum, avg, count) sensibles aux doublons et s' appliquant de mani� re 
g� n� rale sur des multi-ensembles.  
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En outre, diff� rents r� sultats peuvent � tre combin� s gr� ce �  des op� rateurs de 
combinaison de blocs, union, intersect et except, auxquels SQL peut attribuer une 
s� mantique multi-ensembliste en leur associant le mot-cl�  all. Dans ce cas, les op� rateurs 
ne suppriment pas les doubles. Par exemple, l' op� rateur union all r� alise la concat� nation 
des tables correspondant �  ses op� randes. Enfin, SQL permet d' appliquer des fonctions 
d' agr� gation sur des parties d' une table sp� cifi� es dans une clause group by par un crit� re 
de regroupement. De telles partitions peuvent � galement comporter des doubles.  

 
La br� ve pr� sentation de SQLf  effectu� e en section 1.3.3 montre que ce langage offre 

un ensemble de constructeurs puissants permettant d' exprimer de nombreux types de 
requ� tes graduelles. Cependant, certaines requ� tes ne sont pas exprimables en SQLf sous 
sa forme actuelle. En effet, la difficult�  est de respecter la contrainte du langage visant �  
associer un degr�  de v� rit�  �  chaque type de condition. Le point de vue suivi pour rendre 
flexible SQL est essentiellement ensembliste, c' est-� -dire que, comme l' alg� bre 
relationnelle sous-jacente, les op� rateurs ne g� rent pas les nombres d' occurrences et la 
notion de multi-ensemble.  

 
Ainsi, les requ� tes retournent des ensembles flous de n-uplets en ne gardant, en cas de 

doubles, que celui ayant obtenu le meilleur degr� . Par exemple, �  la question trouver 
le salaire des employés jeunes du département informatique, SQLf 
retourne un ensemble flou de salaires où les valeurs retenues sont associées à un degré de 
satisfaction exprimant, dans le meilleur des cas, dans quelle mesure cette valeur est le 
salaire d’ un employé jeune. Cependant, plusieurs salariés plus au moins jeunes, peuvent 
avoir le même salaire, il serait alors intéressant de ne pas perdre ce type d’ information et 
d’ être capable de gérer la distribution des salaires des employés jeunes du département 
informatique. Une telle distribution permettrait de traiter des requêtes visant à calculer un 
agrégat sur un ensemble flou, comme dans la question : trouver la moyenne des 
sal ai r es des empl oy� s j eunes du d� par t ement  i nf or mat i que.  

 
Des difficult� s de m� me nature apparaissent pour les requ� tes faisant intervenir un 

partitionnement de relation et une proposition quantifi� e floue du type "Q X A sont B". 
Un exemple d' une telle question est : t r ouver  l es d� par t ement s où l a pl upar t  
des empl oy� s j eunes sont  bi en pay� s . Ici, le quantificateur relatif "la plupart" 
porte sur des cardinalit� s d' ensembles flous et doit permettre d' � valuer dans quelle 
mesure la proportion du nombre d' employ� s jeunes et bien pay� s par rapport au nombre 
d' employ� s jeunes est � lev� e. 
 

En se pla� ant maintenant dans le contexte plus large des mod� les �  objet, on constate 
qu' une de leurs caract� ristiques majeures est leur capacit�  �  construire des donn� es 
complexes gr� ce �  des constructeurs de structures (struct), de collections (set, bag, ar ray, 
list) et d' objets identifi� s par leur OID (Object IDentifier). Ces constructeurs peuvent � tre 
compos� s pour former des structures imbriqu� es repr� sentables par des graphes. Du fait 
de la complexit�  du mod� le de donn� es, il est alors n� cessaire de se doter de nouveaux 
op� rateurs alg� briques de structuration, dont les plus connus sont les op� rateurs nest, 
unnest et flatten. Ces op� rateurs, combin� s �  des op� rateurs alg� briques sur des 
collections (select, ojoin, image, project...) et �  des constructeurs, permettent de cr� er des 
structures imbriqu� es ou d' y acc� der. Des requ� tes complexes sont ainsi d� finies par 
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composition d' op� rateurs � l� mentaires. De telles requ� tes peuvent ensuite � tre exprim� es 
dans un langage de haut niveau comme OQL. 
 

Si la notion de multi-ensemble est sous-jacente �  un certain nombre d' op� rations SQL, 
par contre, en OQL (Object Query Langage), le langage d' interrogation du mod� le objet 
sp� cifi�  par l'ODMG [Catell, 2000], le type multi-ensemble est explicitement d� fini et a 
une importance � gale au type ensemble. En fait, dans le cadre du mod� le ODMG, le type 
relation n' existe pas et le langage OQL, qui est construit comme un langage fonctionnel, 
manipule des collections de diff� rents types : ensemble, multi-ensemble, liste ou tableau. 
Une expression select ¼  from ¼  where ¼   retourne un multi-ensemble (bag) qui peut 
� tre transform�  en ensemble par application de la fonction distinct. Si une s� lection 
comporte des collections indic� es (ar ray, list), celles-ci sont pr� alablement transform� es 
en multi-ensembles (c' est-� -dire que les relations d' ordre sur leurs � l� ments sont perdues). 
Les expressions binaires (union, intersect, except) retournent un multi-ensemble, 
lorsqu' elles s' appliquent �  deux multi-ensembles, ou un ensemble, lorsqu' elles 
s' appliquent �  deux ensembles. Si les op� randes ne sont pas de m� me type, l' ensemble est 
transform�  dans la collection la plus g� n� rale, c' est-� -dire en multi-ensemble, et le r� sultat 
est un multi-ensemble.  
 

Le probl� me pos�  est alors de d� terminer comment manipuler à la fois des notions de 
degr�  de satisfaction et de nombre d’occurrences. L' objectif � tant, bien entendu, de 
d� finir des structures suffisamment riches et homog� nes pour conserver le caract� re 
compositionnel des requ� tes, c' est-� -dire que le r� sultat d' une requ� te doit pouvoir servir 
de r� sultat interm� diaire sur lequel il est possible d' appliquer �  nouveau des op� rateurs. 

 
Cette analyse met en � vidence l' importance de nouvelles notions qui sont des 

fondements pour enrichir SQLf ou � tendre OQL. Ce sont : 

±  le concept de PXOWL�HQVHPEOH�IORX qui g� n� ralise �  la fois les ensembles flous et 
les multi-ensembles ;  

±  le concept d'HQWLHU�JUDGXHO qui correspond �  la cardinalit�  floue d' un ensemble 
flou ayant pour origine l' application d' un pr� dicat graduel ; 

±  le FDOFXO�HW�OHV�FRPSDUDLVRQV sur des quantit� s graduelles.  

 
Il est n� cessaire de se doter de ces concepts et op� rateurs de base pour construire et 

interpr� ter des requ� tes complexes o�  quantit� s et pr� f� rences se combinent.  





 

�

�

&KDSLWUH�� ��

 

( QWLHUV�JUDGXHOV��

 

� �� � ,QWURGXFWLRQ�
 

Le concept de nombre flou est défini comme un ensemble flou sur les réels. Cependant, 
le qualificatif flou associé à la notion de nombre entraîne des confusions récurrentes dans 
la littérature. De quoi parle-t-on exactement ? Deux points de vue orthogonaux sont à 
distinguer.  

 
Usuellement la notion de nombre flou capture l’ idée intuitive de nombre approximatif 

(ou quantité imprécise) sous-jacent à des expressions linguistiques portant par exemple sur 
des ordres de grandeur, comme dans les phrases suivantes : « il y a environ 100 
personnes à la réunion » ou « ce tonneau contient entre 20 et 30 litres ». Ces expressions 
expriment un manque d' information sur une valeur donn� e et, dans ce cas, les valeurs 
r� f� renc� es sont mal connues. Les bases du calcul sur de telles quantit� s floues ont tout 
d' abord � t�  formul� es par Zadeh [Zadeh, 1975] et ont ensuite � t�  pr� sent� es comme une 
application de la th� orie des possibilit� s [Zadeh, 1978 ; Dubois &  Prade, 1985a]. Il existe 
des quantit� s floues particuli� res dont les fonctions caract� ristiques sont convexes et qui 
� tendent les intervalles. Un intervalle flou est un ensemble flou de nombres dont les a-
coupes sont des intervalles. Les op� rations arithm� tiques sur ces nombres g� n� ralisent les 
op� rations sur les intervalles et ont des propri� t� s alg� briques particuli� res. Ainsi, 
l' addition et la multiplication n' ont pas d' inverse et ne satisfont pas la distributivit�  
[Mizumoto & Tanaka, 1976]. N� anmoins, les nombres flous sont largement utilis� s et 
jouent un r� le important dans de nombreuses applications comme celles ayant trait �  
l' estimation, la pr� diction, l' ordonnancement¼  

 
Par ailleurs, dans le cadre de l' interrogation flexible de bases de donn� es usuelles, les 

requ� tes n' ont pas trait �  des donn� es mal connues. Les quantit� s manipul� es sont 
relatives �  la notion de cardinalit�  sur des ensembles flous issus de requ� tes graduelles. 
Par exemple, lorsqu' on cherche �  d� terminer dans une base combi en d’ empl oy� s 
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sont jeunes, il n' est pas question de donn� e mal connue car l' ensemble flou des 
employ� s jeunes est parfaitement d� termin�  et aucune incertitude ne porte sur lui. Le 
qualificatif flou correspond ici �  une notion de gradualit� . La question pos� e est alors de 
caract� riser la cardinalit�  de cet ensemble flou dont les � l� ments satisfont plus ou moins 
un pr� dicat graduel. Le point de vue que nous souhaitons mettre en avant, est que cette 
cardinalit�  correspond �  un nombre particulier dont la description refl� te exactement le 
nombre des � l� ments attach� s �  cet ensemble. Comme la notion d' entier est li� e 
math� matiquement �  la notion de cardinalit�  d' un ensemble fini, nous identifions la notion 
d' entier graduel au concept de cardinalit�  d' un ensemble flou fini. Par la suite, il est 
montr�  que les entiers graduels peuvent effectivement � tre vus comme des extensions des 
entiers (pas des intervalles). Ainsi, ce chapitre s' intitule « entiers graduels » et non pas 
« entiers flous » afin de lever l' ambiguït�  li� e �  l' usage du terme flou. 

 
Dans ce chapitre, apr� s une discussion sur la notion de cardinalit�  d' un ensemble flou 

et ses interpr� tations, l' ensemble des entiers naturels graduels ( f) et ses principaux 
op� rateurs sont d� finis [Rocacher, 2003]. Puis, afin d' � tablir des diff� rences exactes entre 

entiers graduels, f est prolong�  en f [Rocacher &  Bosc, 2005], l' ensemble des entiers 
relatifs graduels. 

 
 

� �� � &DUGLQDOLWpV�G¶XQ�HQVHP EOH�IORX�
 
La notion de cardinalit�  d' un ensemble flou est un sujet qui a � t�  largement d� battu 

dans la litt� rature et qui n' est pas encore clos. Les principales constructions sont en 
pratique celles pour lesquelles la cardinalit�  |E| d' un ensemble flou E est : 

1. un scalaire (entier positif ou r� el) ; 

2. un ensemble flou d'entiers. 
 
Le but de cette section est de pr� senter notre point de vue sur la notion de cardinalit�  

d' un ensemble flou, sans toutefois en � tablir une bibliographie compl� te (des revues 
d� taill� es et r� f� rences peuvent notamment � tre trouv� es dans [Dubois & Prade, 1985b ; 
Wygralak, 1999]). Apr� s avoir rappel�  les principales cardinalit� s scalaires, nous 
analysons le concept de cardinalit�  floue, ses interpr� tations et ses liens avec les 
cardinalit� s scalaires.  

 

� �� �� � &DUGLQDOLWpV�VFDODLUHV�
 

La cardinalit�  scalaire la plus connue (et la plus utilis� e) est appel� e sigma-count, elle a 
� t�  introduite par De Luca et Termini [De Luca & Termini, 1972] et se d� finit par : 

|E| = å
Î

m
Ex

i
i

)x( . (2.1) 

 
Wygralak [Wygralak, 2000] a � nonc�  une approche axiomatique de la notion de 

cardinalit�  scalaire et en a propos�  la d� finition g� n� rale suivante :  



2.2. Cardinalit� s d' un ensemble flou                                                                                  23 
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o�  f est une fonction croissante de [0, 1] dans [0, 1] telle que  f(0) = 0  et  f(1) = 1.  

 

� �� �� � &DUGLQDOLWpV�IORXHV�
 
Une premi� re d� finition de la notion cardinalit�  floue d' un ensemble flou E, que nous 

notons |E|1, est due �  Zadeh [Zadeh, 1979]. Elle est bas� e sur le concept d' a-coupe et se 
caract� rise par :  

"  n Î  , m|E|1(n) = sup{a / |Ea| = n} .  (2.3) 
 
L' inconv� nient de cette d� finition est que, du fait de sa non convexit� , elle ne respecte 

pas la propri� t�  classique d' additivit� 5 des cardinalit� s (bas� e sur le principe d' extension).  
 
Une mani� re de r� soudre ce probl� me de convexit�  est d' utiliser une in� galit�  plut� t 

qu' une � galit�  dans la d� finition de la cardinalit�  floue. Ceci conduit �  la d� finition (|E|2) 
suivante :  

"  n Î  , m|E|2(n) = sup{ a / |Ea| ³  n} . (2.4)  
 
Cette d� finition est aussi appel� e FGCount(E) [Blanchard, 1981 ; Zadeh, 1983]. Le 

degr�  a, associ�  �  un entier n de |E|2, � value dans quelle mesure A contient au moins n 
� l� ments. L' ensemble flou ainsi obtenu est convexe et conserve la propri� t�  d' additivit� . 

 
 
Exemple 2.1. Soit l' ensemble flou A = { 1/x1, 1/x2, 0.5/x3, 0.2/x4} . La cardinalit�  floue 

de A peut � tre repr� sent� e par : |A|2 = { 1/0, 1/1, 1/2, 0.5/3, 0.2/4} . Le degr�  0.5 de |A| 
exprime dans quelle mesure l' ensemble flou A contient au moins 3 � l� ments. ̈  

 
De nombreuses autres propositions ont � t�  � tudi� es parmi lesquelles les principales 

d� rivent des fonctions FLCount et FECount. La cardinalit�  FLCount est la variante duale 
du FGCount, elle se d� finit par :  

"  n Î  , mFLCount(E)(n) = 1 - m|E|(n+1). (2.5) 
 

o�  le degr�  mFLCount(E)(n) � value dans quelle mesure l' ensemble E contient DX� SOXV Q 
� l� ments. 

 
Le FECount d� rive du FGCount et du FECount et se d� finit par : 
 
FECount(E) = FGCount(E) Ç FLEcount(E). (2.6) 
 

                                                
5 Si A et B sont deux ensembles finis,  |A| + |B| = |A È  B| + |A Ç B|. 
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Le degr�  mFLCount(E)(n) � value dans quelle mesure l' ensemble E contient H[ DFWHPHQW� Q 
� l� ments en d� terminant dans quelle mesure E contient au moins n � l� ments et pas plus de 
n+1 � l� ments. Remarquons que FECount(E) d� rive de la combinaison de FGCount(E) et 
de son dual, il n' est donc pas plus informatif (ne contient pas plus d' information) que le 
FGCount(E). Son apport, mis �  part une certaine "lisibilit� " des degr� s, est donc faible. Par 
ailleurs, cette cardinalit�  pose quelques difficult� s qui sont analys� es plus sp� cifiquement 
en section 5.5 de ce document.  

 
Enfin, on note que des d� finitions plus g� n� rales de ces cardinalit� s, bas� es sur des 

constructions �  l' aide de diff� rentes normes/conormes ont � t�  r� cemment propos� es 
[Wygralak, 2001 ; Dyczkowski &  Wygralak 2003] et une approche axiomatique des 
cardinalit� s floues a � t�  propos� e dans [Casasnovas & Torrens, 2003]. 

 

� �� �� � &DUGLQDOLWpV�IORXHV�HW�LQWHUSUpWDWLRQV�
 
La convexit�  des cardinalit� s floues est reconnue comme importante car elle permet de 

pr� server la propri� t�  d' additivit� . Cependant, Delgado et al., dans [Delgado et al., 2002], 
reviennent sur cette caract� ristique de convexit�  qu' ils trouvent parfois contre-intuitive. 
Leur analyse se base sur l' exemple de l' achat de chapeaux pour des personnes blondes. Si 
l' ensemble P des personnes blondes est { 1/John, 0.5/Mike, 0.5/Peter} , le nombre de 
chapeaux �  acheter est soit 1, soit 3, selon le niveau d' exigence souhait�  par rapport au 
concept blond. Acheter seulement deux chapeaux pose probl� me car, dans ce cas, si un 
chapeau revient � videmment �  John, �  qui attribuer le second, �  Mike ou �  Peter ? Les 
auteurs en concluent que la cardinalit�  de P ne peut pas � tre 2, alors que le calcul de 
FECount(P) = { 0/0, 0.5/1, 0.5/2, 0.5/3}   fait apparaître que P contient exactement deux 
� l� ments au degr�  0.5. Nous montrerons en section 5.5 que la cardinalit�  utilis� e par 
Delgado est bas� e sur une repr� sentation probabiliste et conduit �  une troisi� me d� finition 
de la cardinalit�  floue (not� e |E|3) : 

"  n Î  , m|E|3(n) = fn -  fn+1 (2.7) 
 

o�  fn est la ni� me plus grande valeur du multi-ensemble des degr� s d' appartenance de E. Par 
exemple, la cardinalit�  de l' ensemble P des personnes blondes est |E|3 = { 0.5/1, 0.5/3} . Ce 
n' est pas un ensemble flou convexe car l' � l� ment 2 est de degr�  0.  

 
Mais quel lien existe-t-il entre les cardinalit� s floues |E|1, |E|2 et |E|3 ? En fait, ces trois 

cardinalit� s sont trois repr� sentations diff� rentes (mais � quivalentes) de la même 
information relative au nombre d’ éléments dans un ensemble flou.  

 
Pour illustrer simplement ce propos, reprenons l’ exemple de l’ ensemble P des 

personnes blondes. FGCount(P) = |P|2 = {1/0, 1/1, 0.5/2, 0.5/3} est un ensemble flou qui 
peut être représenté graphiquement par la figure 2.1.  
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Une autre mani� re plus compacte de repr� senter FGCount(P) est de ne d� crire que les 

points caract� ristiques permettant de sp� cifier de la courbe en pointill� s de la figure 2.1. 
Cette description syntaxique peut se faire via la hauteur absolue de ces points 
remarquables. On obtient alors |P|1 = { 1/1, 0.5/3} , ce qui correspond �  une repr� sentation 
dite possibiliste de la cardinalit�  floue de P. Une troisi� me repr� sentation peut � tre 
obtenue en d� crivant les points caract� ristiques de la courbe via leur hauteur relative, ce 
qui conduit �  une repr� sentation dite probabiliste |P|3 = { 0.5/1, 0.5/3} . Chacune de ces 
repr� sentations contient la m� me quantit�  d' information et il est possible de passer de 
l' une �  l' autre sans difficult� . 

 
Ainsi, si |P|1, |P|2 et |P|3 repr� sentent la m� me information, le choix d' une repr� sentation 

par rapport ou d' une autre du fait de la conservation de l' additivit�  est un faux d� bat. Les 
op� rations d' un syst� me de notation (1, 2 ou 3) par rapport �  un autre doivent � tre 
coh� rentes. Ce qui est en cause ce n' est pas l' additivit�  des cardinalit� s floues, mais la 
mani� re dont l' op� ration d' addition est � tendue (ou en tout cas la mani� re dont les 
r� sultats sont interpr� t� s) selon la repr� sentation utilis� e. FGCount(P) (ou |P|2) est un 
ensemble flou convexe v� rifiant la r� gle de l' additivit�  bas� e sur le principe d' extension. 
Les repr� sentations possibiliste (|P|1) et probabiliste (|P|3) sont bas� es sur la cardinalit�  des 
diff� rentes a-coupes, les op� rations d' addition qui composent de telles cardinalit� s 
doivent donc � tre compl� tement fond� es sur ce principe et conduire �  des r� sultats en 
coh� rence avec ceux obtenus avec la repr� sentation 2. Illustrons cette id� e au travers de 
l' exemple suivant issu de [Dubois &  Prade, 1985b]. 

 
 
Exemple 2.2. Consid� rons les ensembles flous suivants : 

A = { 1/u1, 0.6/u2}  ; B = { 0.6/u1, 1/u2}   

A È  B = { u1, u2}  ; A Ç B = { 0.6/u1, 0.6/u2} . 
 
En utilisant la seconde repr� sentation de la cardinalit�  (FGCount), on obtient : 
 

|A|2 = { 1/0, 1/1, 0.6/2}  ; |B|2 = { 1/0, 1/1, 0.6/2}   

|A È  B|2 = { 1/0, 1/1, 1/2}  ; |A Ç B|2 = { 1/0, 0.6/1, 0.6/2}  

|A È  B|2 + |A Ç B|2 = { 1/0, 1/1, 1/2, 0.6/3, 0.6/4}  ;  

|A|2 + |B|2 = { 1/0, 1/1, 1/2, 0.6/3, 0.6/4} . 
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L'additivit�  |A|2 + |B|2 = |A È  B|2 + |A Ç B|2 est v� rifi� e.  
 
En utilisant la premi� re repr� sentation, on obtient : 
 

|A|1 = { 1/1, 0.6/2}  ;  |B|1 = { 1/1, 0.6/2}  ; 

|A È  B|1 = { 1/2}  ; |A Ç B|1 = { 1/0, 0.6/2}  

|A È  B|1 + |A Ç B|1 = { 1/2, 0.6/4}  ;  

|A|1 + |B|1 = { 1/2, 0.6/3, 0.6/4} . 
 

Dans ce cas l' additivit�  ne semble pas � tre conserv� e. En fait, le probl� me vient de 
l' interpr� tation des r� sultats. Ainsi, en se basant sur le principe d'extension, la coupe de 
degr�  0.6 de |A|1 + |B|1 est associ� e �  la fois aux quantit� s 3 et 4, ce qui n' est pas conforme 
au syst� me de repr� sentation adopt� . En consid� rant que l' on travaille sur les diff� rentes 
a-coupes, il suffit de conserver la meilleure cardinalit�  pour un niveau donn� . En effet, si 
A et B contiennent chacun 1 � l� ment au degr�  1 et un � l� ment au degr�  0.6, leur somme 
(union additive) ne peut contenir que 2 � l� ments au degr�  1 et 2 � l� ments au niveau 0.6. 
La somme |A|1 + |B|1 se r� duit alors en { 1/2, 0.6/4} . Ainsi, alors que Prade et Dubois 
pr� conisent de travailler sur les enveloppes convexes des cardinalit� s afin de manipuler des 
ensembles convexes et retrouver l' additivit� , il semble plus juste de reconsid� rer les 
interpr� tations des op� rations d� finies dans le syst� me de repr� sentation 2 et dans le 
syst� me 1 pour les mettre en coh� rence.¨  

 
Pour terminer cette rapide analyse sur l' interpr� tation d' une cardinalit�  floue d' un 

ensemble flou, remarquons que tr� s souvent les cardinalit� s floues sont vues comme une 
repr� sentation des valeurs possibles de la cardinalit�  r� elle d' un ensemble flou [Dubois & 
Prade, 1985]. Elles sont alors mod� lis� es comme une distribution de possibilit�  sur des 
entiers, c' est-� -dire des nombres flous (dans le sens nombres mal connus). Ainsi la 
cardinalit�  d' un ensemble flou serait une valeur (enti� re) mal connue et refl� terait un 
manque de connaissance sur le nombre d' � l� ments de cet ensemble. A notre sens, ce point 
de vue est discutable dans la mesure o�  l' ensemble flou consid� r�  ne rev� t, lui, aucune 
m� connaissance.  

 
L' approche que nous souhaitons mettre en avant est que la cardinalit�  d'un ensemble 

flou est un nombre pr� cis mais graduel. Ce nombre graduel est repr� sent�  par un 
ensemble flou d' entiers dont il est possible, comme nous venons de le remarquer, de 
proposer diff� rentes repr� sentations plus ou moins compactes. Ainsi une cardinalit�  floue 
doit � tre interpr� t� e comme "un tout" et pas comme un entier mal connu correspondant �  
une agr� gation de diff� rentes valeurs possibles. Par exemple, l' ensemble flou P des 
personnes blondes ({ 1/John, 0.5/Mike, 0.5/Peter} ) ne contient pas 1 personne ou 3 
personnes, il contient assur� ment une personne �  laquelle s' ajoutent partiellement deux 
autres personnes. Cette quantit�  complexe, que nous pouvons repr� senter par FGCount(P), 
n' est ni un entier, ni un r� el, ni une distribution de valeurs (enti� res ou r� elles) possibles.  
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� �� �� � &DUGLQDOLWpV�IORXHV�YHUVXV�FDUGLQDOLWpV�VFDODLUHV�
 
Le concept de cardinalit�  floue est complexe et peut � tre difficile �  appr� hender pour 

un utilisateur. Un des moyens pour l' aider �  en comprendre le sens est de fournir des 
outils donnant des vues plus simples (ou r� sum� s) de cette entit�  complexe. Une des 
questions qui se pose est alors de d� terminer une mesure M donnant une � valuation 
approch� e (not� e M(|E|) d' une repr� sentation exacte de la cardinalit�  floue |E| telle que 
celle d� crite par la figure 2.2.  

 
Si tous les points caract� ristiques de |E| ont un degr�  proche de 1 alors M(|E|) est 

proche de la cardinalit�  du support de E. Si tous les points caract� ristiques de |E| ont un 
degr�  proche de 0 alors M(|E|) est proche de 0. � videmment la mesure M est croissante par 
rapport aux degr� s des � l� ments caract� ristiques, c' est-� -dire que, plus un � l� ment 
appartient �  E, plus il contribue �  sa cardinalit� .   

 
Une mesure M satisfaisant ces crit� res est donn� e par la fonction usuelle 

sigmaCount(E). Pour l' exemple de la figure 2.2, M(|E|) vaut 2 et repr� sente l' int� grale de 
la fonction caract� ristique de E.  
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Le probl� me du sigma-count est qu' il ne permet pas de distinguer des repr� sentations 
dont les formes sont tr� s diff� rentes, comme, par exemple, M({ 1/0, 1/1, 1/2} ) = M({ 1/0, 
1/1, 0.5/1, 0.5/2} ) = M({ 1/0, 0.1/1, 0.1/2, ¼ , 0.1/20} ) = 2. Une mani� re de diff� rencier 
ces cas est de param� trer la mesure M par une fonction de pond� ration f (telle que f soit 
croissante, f(0) = 0 et f(1) = 1) afin de modifier l' importance relative des poids attribu� s �  
chaque � l� ment de E. Par exemple, en choisissant f(x) = x2, on obtient : Mf ({ 1/0, 1/1, 
1/2} ) = 2 et Mf ({ 1/0, 1/1, 0.5/1, 0.5/2,} ) = (1 + 0.25 + 0.25) = 1.5.  

 
La mesure Mf traduit une s� mantique exprimant que plus le degr�  d'appartenance d' un 

� l� ment �  un ensemble flou E est � lev� , plus la contribution de cet � l� ment �  la cardinalit�  
de E est � lev� e. La fonction f est une fonction de transformation d' un degr�  
d' appartenance en niveau d' importance. Cette mesure Mf correspond �  la d� finition 
g� n� rale d' une cardinalit�  scalaire propos� e par Wygralak [Wygralak, 2000].  

 
Ainsi une cardinalit�  scalaire peut � tre interpr� t� e comme une valeur approchée d’ une 

représentation exacte d’ une cardinalité floue. En conséquence, les indices d’ inclusion, de 
similarité, de cardinalité relative…  basés sur des opérations entre cardinalités scalaires 
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doivent � tre consid� r� s avec toutes les pr� cautions n� cessaires �  la composition de valeurs 
approch� es. Cet aspect est consid� r�  notamment au chapitre 4. 

 
 

� �� � I��O¶HQVHP EOH�GHV�HQWLHUV�QDWXUHOV�JUDGXHOV�
 

 
La cardinalit�  d' un ensemble usuel fini est d� finie comme un entier naturel. De la 

m� me mani� re, la cardinalit�  d' un ensemble flou fini peut � tre vue comme un entier 

naturel graduel dont l' ensemble est not�  f. Ces nombres, d' abord identifi� s pour 
caract� riser des multi-ensembles flous [Rocacher, 2000 ; Rocacher, 2001], sont le 
fondement de toutes les propositions pr� sent� es par la suite.  

 
Dans cette section nous pr� cisons d' abord quelques d� finitions sur les entiers graduels, 

puis une extension des op� rations arithm� tiques � l� mentaires (+, ´ , min, max) est 
analys� e, la diff� rence et la division � tant trait� es sp� cifiquement ensuite.   

 

� �� �� � ' pILQLWLRQV�
 
En section 2.2, il a � t�  soulign�  qu' une cardinalit�  peut avoir diff� rentes repr� sentations 

� quivalentes. Par la suite, les deux repr� sentations suivantes seront utilis� es pour 
caract� riser un entier naturel graduel :  

1. � tendue : elle correspond �  une cardinalit�  de type FGCount d� finie par (2.4) ; 

2. compacte : elle correspond �  une cardinalit�  de type possibiliste d� finie par (2.3).   
 
La repr� sentation � tendue d' un entier graduel A est de la forme { 1/0, a1/1, a2/2¼ , 

an/n} , avec  1 ³  a1 ³  a2¼  ³  an ³  0. La repr� sentation compacte de A est not� e  Ac = 
{ b1/n1, ¼  bi/ni}

c  o�   b1 > ¼ > bn et n1>¼  > ni. 
 
Il est important d' insister sur le fait qu' un entier graduel est ici interpr� t�  comme "un 

tout" d� crivant compl� tement, et exactement, la cardinalit�  floue d' un ensemble flou issu 
d' un pr� dicat graduel. Un entier graduel est donc trait�  comme un ensemble flou 
conjonctif d©entiers. 

 
La coupe de niveau a d' un entier graduel A est d� finie comme la cardinalit�  de l' a-

coupe de tout ensemble flou F dont la cardinalit�  floue est A. L'  a-coupe d' un entier 
graduel A est donc un entier positif que l' on note Aa. Pr� cisons ce point car il peut � tre 
� tonnant d' affirmer que l' a-coupe d' un entier graduel A est un entier, alors que l' a-coupe 
de A (en tant qu' ensemble flou d' entiers) est un ensemble d' entiers.  

 
Constatons d' abord que dans le syst� me de notation � tendue (FGCount), la cardinalit�  

|E| d' un ensemble strict E correspond �  une suite croissante d' entiers { 0, 1, ..., n} . Cette 
repr� sentation reste conforme �  la d� finition classique du concept de cardinalit�  o�  n est la 
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cardinalit�  d' un ensemble fini E s' il existe une bijection entre E et une suite croissante 
d' entiers { 1, 2, ¼ , n}  (la cardinalit�  de l' ensemble vide � tant 0). Une telle suite est aussi 
math� matiquement � quivalente �  l' entier n. En cons� quence, la cardinalit�  |E| est 
identifiable �  l' entier n. En consid� rant un ensemble flou F, la cardinalit�  |F| est un 
ensemble flou d' entiers et |F|a est une suite croissante d' entiers identifiable au plus grand 
d' entre eux et correspondant �  |F a|. 

 
Ainsi, dans un syst� me de repr� sentation � tendue, l' a-coupe d' un entier graduel A est 

en correspondance avec une suite croissante { 0, 1, ¼ , n}  qui peut � tre repr� sent� e par sa 
plus grande valeur n, not� e Aa. Celle-ci se d� finit donc par : 

Aa = sup{ ni / ni Î �et mA(ni) ³  a} .  (2.8) 
 
Cette d� finition s' applique � galement si A est en repr� sentation compacte. On note que 

Ac correspond �  l' ensemble flou des diff� rentes a-coupes de A.  
 
 
Exemple 2.3. Soit A un entier graduel correspondant �  la cardinalit�  floue d' un 

ensemble flou de la forme { 1/x1, 1/x2, 0.5/x3, 0.5/x4, 0.2/x5} .  
A peut � tre repr� sent�  par { 1/0, 1/1, 1/2, 0.5/3, 0.5/4, 0.2/5}  ou { 1/2, 0.5/4, 0.2/5} c qui 

sont deux notations � quivalentes. Les a-coupes de A sont des entiers, comme par 
exemple : A1 =  A0.6 = 2 ; A0.5 = A0.3 = 4.¨  

 

� �� �� � 2 SpUDWLRQV��
  
Pour d� finir les op� rations sur les entiers naturels graduels nous nous basons sur une 

repr� sentation � tendue de ces nombres. Dans ce syst� me de repr� sentation, si x Î  f et n 

Î  , le degr�  mx(n) exprime dans quelle mesure x contient au moins n � l� ments. Compte 
tenu de cette s� mantique des degr� s, la d� finition d' une op� ration binaire # (+, ´ , min, 
max)6 entre deux entiers graduels x et y s' appuie naturellement sur le principe d'extension 
� tendu [Wygralak, 1999] et est d� finie par :   

(m)).(n),min(sup(t) yxtm/n#m)(n,y'x# m= ³  (2.9) 

 
En effet, pour d� terminer dans quelle mesure le r� sultat de l' op� ration  x # y  est au 

moins t, on d� termine toutes les fa� ons d' obtenir une valeur au moins � gale �  t �  partir de 
la combinaison par # des � l� ments de x et de y et l' on conserve le cas le plus favorable.   

 
Les op� rations # sur les entiers graduels respectent la propri� t�  caract� ristique 

suivante :  

(x # y)a = (xa # ya), (2.10) 
 

                                                
6 Dans l' ensemble de ce document nous adoptons un principe de surcharge des op� rateurs, ils se notent de la 

m� me mani� re dans f, f ou f . Par exemple, l' addition est d� sign� e par le symbole +.  
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ce qui permet de d� finir les op� rations sur les entiers graduels par extension des op� rations 
sur les entiers.  

 
Cette derni� re d� finition est plus particuli� rement adapt� e �  une repr� sentation 

compacte qui fait apparaître ais� ment les diff� rentes a-coupes des nombres compos� s.  
 
Exemple 2.4. Consid� rons les deux entiers graduels suivants :  

x = { 1/0, 1/1, 0.1/2,  0.1/3}  ; y = { 1/0, 0.5/1} . 
 
En utilisant une notation � tendue ainsi que le principe d' extension � tendu, on obtient : 

x + y = { 1/0, 1/1, 0.1/2,  0.1/3}  + { 1/0, 1/1, 0.5/2}  = { 1/0, 1/1, 1/2, 0.5/3, 0.1/4, 
0.1/5} . 

 
En utilisant une notation compacte, l' addition s' obtient ais� ment en travaillant sur les 
diff� rentes a-coupes :  

xc + yc = { 1/1, 0.1/3} c + { 1/1, 0.5/2} c = { 1/2, 0.5/3, 0.1/5} c.  ¨  
 
La multiplication de deux entiers graduels x et y se d� finit sans difficult�  particuli� re, 

soit en appliquant le principe d'extension � tendue sur des repr� sentations � tendues de x et 
y, soit en op� rant sur leurs diff� rentes a-coupes. On note que la multiplication d� finie 
dans [Dubois & Prade, 1985b] posait probl� me car l' application du seul principe 
d' extension conduit �  un r� sultat non homog� ne avec la repr� sentation des cardinalit� s 
multipli� es. Pour r� tablir la coh� rence il est alors n� cessaire de prendre l' enveloppe 
convexe du r� sultat obtenu.  

 
Les op� rations min et max entre deux entiers graduels x et y ont pour particularit�  de 

pouvoir � tre � valu� es soit "horizontalement" par composition des entiers xa et ya (on 
op� re en notation compacte sur les diff� rentes a-coupes), soit "verticalement", en 
composant les degr� s mx(n) et my(n) (on op� re en notation � tendue). L' � valuation verticale 
est rendue possible du fait qu' en mode � tendu les repr� sentations des nombres sont 
monotones d� croissantes.  

 

On montre en travaillant par a-coupes que f forme une structure de semi-anneau7, ce 
qui signifie que l' addition et la multiplication satisfont les propri� t� s suivantes :  

±  ( f, +) est un monoïde (+ est une loi de composition interne associative) avec 
{ 1/0}   pour � l� ment neutre ;  

±  ( f, ×) est un monoïde commutatif avec pour � l� ment neutre { 1/0, 1/1}  ; 

±  la multiplication est GLVWULEXWLYH par rapport �  l' addition.  
 
 
 
 
 

                                                
7 Un semi-anneau est un anneau sans inverses additifs.  
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� �� �� � ' LIIpUHQFHV�JUDGXHOOHV�
 

La diff� rence  x -  y  de deux entiers naturels graduels x et y [Rocacher & Bosc, 2002] 
peut se d� finir naturellement par l' entier graduel z solution de l' � quation :  

x = y + z.  (2.11) 
 

Malheureusement, il n' est pas toujours possible de trouver z satisfaisant cette � quation, 
m� me si x est plus grand que y, la relation SOXV�JUDQG8 (not� e ³ ) � tant d� finie par : 

x ³  y ssi "  a Î  ]0, 1], xa ³  ya. 
 
Pour résoudre ce problème, une solution envisagée, dans un premier temps [Rocacher, 

2000 ; Rocacher & Bosc, 2002], est de définir des différences à valeur dans f obtenue en 
relaxant l’ équation (2.8).  

 
Deux différences sont alors possibles selon le relâchement envisagé :  

x  )-(  y = max{ z | y + z £ x}  ; 

x  (-)  y = min{  z | y + z ³  x} . 

 
Ces différences peuvent être vues comme des valeurs approchées d’ une grandeur 

exacte d définie par ses différentes a-coupes :  da = xa – ya. En section 2.4, une analyse 
plus précise de la nature de cette grandeur d est présentée. On vérifie aisément que :  

[x  )-(  y]a £ xa ± ya £ [x  (-)  y]a.  
 
La premi� re diff� rence  x  )-(  y, qui est la plus grande valeur enti� re graduelle u telle 

que :  y + u £ x, correspond �  une approximation par valeur inf� rieure, dans f, de la 
grandeur exacte d. La seconde diff� rence  x  (-)  y  est, quant �  elle, une approximation 
par valeur sup� rieure de la grandeur d. 

 
 
Exemple 2.5. Soit les deux entiers graduels suivants : x = { 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4}  

et y = { 1/0, 1/1, 0.3/2} . Il n' existe aucun entier graduel qui ajout�  �  y donne x. Les 
diff� rences enti� res graduelles inf� rieure et sup� rieure de x par y sont respectivement :  

x  )-(  y = { 1/0, 0.8/1, 0.2/2}  ; x (-) y = { 1/0, 0.8/1, 0.5/2} . 

 
La figure 2.3 repr� sente graphiquement les grandeurs x et y et leurs diff� rences.  
 

                                                
8 Cette comparaison est bool� enne. En section 5, des comparaisons graduelles sont analys� es. 
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Figure 2.3. Valeur exacte, d, et valeurs approch� es, x )-( y et x (-) y, d’une diff� rence ¨  

 
 
Dans le contexte de la r� solution d' � quations floues (i.e. r� solution d' � quations en 

pr� sence de nombres impr� cis) [Dubois &  Prade, 1984 ; Sanchez, 1984] les diff� rences   
)-(  et  (-)  sont respectivement appel� es optimistes et pessimistes. Dans ce contexte relatif 
au calcul des intervalles flous, ces d� nominations font r� f� rence au niveau d’ impr� cision 
des résultats obtenus. La différence optimiste a pour pendant une addition pessimiste (si   
z = x  )-(  y  alors  x = z + y) et inversement. Avec une opération optimiste, vis à vis du 
résultat, l’ imprécision du premier opérande est érodée par celle du second opérande, alors 
qu’ avec une opération pessimiste l’ imprécision du premier opérande est dilatée 
(l’ imprécision augmente) par celle du second opérande. Cependant, l’ analogie entre le 
contexte du calcul des intervalles flous et celui du calcul de grandeurs graduelles s’ arrête 
là, car dans le premier cadre, on compare des grandeurs et leur imprécision alors que dans 
le second c’ est uniquement les grandeurs qui sont comparées. Ainsi, dans le contexte des 
entiers graduels le terme "optimiste" associé à la différence est ambigu. La dénomination 
approximation "par valeur inférieure" d’ une différence graduelle est préférable car elle 
correspond effectivement à une approximation d’ un calcul exact dont les caractéristiques 
sont analysées en section 2.4. 

 

� �� �� � ' LYLVLRQV�HQWLqUHV�JUDGXHOOHV�
 

Comme pour la différence, la division exacte entre deux entiers graduels [Rocacher, 
2002a ; Rocacher, 2002b], dividende et diviseur, se définit comme la solution de 
l’ équation : 

dividende = diviseur ´  q.  (2.12) 
 

Dans f, cette équation n’ a pas toujours de solution. Une division graduelle entière 
inférieure, notée  )¸ (, est alors définie comme le plus grand entier graduel positif  q tel 
que : 

diviseur ´  q £ dividende.  (2.13) 
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Cette division peut � tre vue comme une approximation par valeur inf� rieure, dans f, 
d' une grandeur exacte d� finie par ces a-coupes : dividendea / diviseura. Elle s' apparente �  
une division optimiste [Sanchez, 1984] dans le cadre du calcul sur des intervalles flous. 
�
�

( [ HP SOH�� �� � Soit les deux entiers graduels suivants :  

dividende = { 1/0, 1/1, 1/2, 1/3, 0.8/4, 0.5/5, 0.4/6}  ;  

diviseur = { 1/0, 1/1, 1/2, 0.3/3} .  
 
La division enti� re graduelle inf� rieure de ces deux nombres est :  

dividende )¸ ( diviseur = { 1/0, 1/1, 0.8/2} . 
 
La figure 2.4 en est une repr� sentation graphique.  
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) LJXUH�� �� �� Repr� sentation graphique d' une division enti� re graduelle inf� rieure ¨  

 
 
Pr� cisons la s� mantique de cette op� ration en revenant au sens de la division. Une 

division enti� re consiste �  retirer le plus grand nombre de fois possible un diviseur �  un 

dividende. Dans f, elle peut se traduire par l' algorithme suivant qui est directement 
d� riv�  de l' algorithme d'Euclide :  

 
D := dividende; 
q := 0; 
ZKLOH�(diviseur £ D) GR�EHJLQ 

D := D  )-(  diviseur; 
q := q+1 

HQGR��
�

o�   )-(  est la diff� rence graduelle d� finie en sous section 2.3.3. Le nombre q ainsi obtenu 
est alors le plus grand entier positif tel que :  

(diviseur ´  q + D = dividende)  et  QRW (diviseur £ D). 
 
Ce nombre q est donc�le facteur de multiplicit�  HQWLHU entre dividende et diviseur. 
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Pour d� terminer un facteur de multiplicit�  graduel il faut aller plus loin. Supposons que 
diviseur = { 1/0, 1/1, 1/2, 0.3/3}  et D = { 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3} . La propri� t�   (diviseur £ D)  
n' est plus satisfaite mais pour autant nous n' obtenons pas  (diviseur > D). D� terminons a1 
le plus grand degr�  a tel que :  

({ 1/0, a/1}  ´  diviseur) £ D.  
 

Sur notre exemple a1 = 0.8, ce qui s' interpr� te par D est plus grand que diviseur pour 
toutes les coupes appartenant �  ]0, 0.8]. Une nouvelle diff� rence peut alors ex� cut� e:  

D := D  )-(  ({ 1/0, a1/1}  ´  diviseur).  
 

Cette action peut � tre r� p� t� e n fois jusqu' �  ce que la condition  (D < diviseur)  soit 
atteinte, d' o�  : 

dividende = q ´  diviseur + ({ 1/0, a1/1} ´  diviseur)  ¼  + ({ 1/0, an/1} ´  diviseur) + D  

                 = (q + { 1/0, a1/1}  + ¼  + { 1/0, an/1} ) ´  diviseur + D. 
 

Le nombre  (q + { 1/0, a1/1}  + ¼  + { 1/0, an/1} ) = { 1/0, 1/1, ¼ 1/q, a1/q+1, ¼ , 
an/q+n}   est le plus grand entier graduel positif Q tel que :  diviseur ´  Q £ dividende. Par 
d� finition, c' est aussi le r� sultat de la division enti� re graduelle inf� rieure :          
dividende  )¸ (  diviseur.  
 

De mani� re analogue une division enti� re graduelle sup� rieure peut � tre d� finie. Elle 
d� termine le plus petit facteur de multiplicité graduel q tel que :  

diviseur ´  q ³  dividende. (2.14) 

 

 

� �� � I��O¶HQVHP EOH�GHV�HQWLHUV�UHODWLIV�JUDGXHOV�
 

Sur f, la diff� rence de deux entiers graduels x ± y peut ne pas � tre toujours d� finie 

m� me si x est plus grand que y. C' est pourquoi f  a � t�  � tendu en f, l' ensemble des 
entiers relatifs graduels [Rocacher & Bosc, 2003a ; Rocacher &  Bosc, 2003c ; Rocacher & 
Bosc, 2005 ]. Nous rappelons maintenant bri� vement comment a � t�  construit l' ensemble 
des entiers relatifs graduels et ses op� rations associ� es. 
 

� �� �� � ' pILQLWLRQV�
 

En section 2.3.3, la diff� rence d entre deux entiers positifs graduels x et y a � t�  d� finie 

comme la solution de l' � quation  x + d = y. Cependant, dans f, cette � quation n' a pas 
toujours de solution, m� me si x est plus grand que y. N� anmoins, en proc� dant par a-
coupes, nous pouvons construire une grandeur d telle que : da = xa ± ya. Les deux 

diff� rences  )-(  et  (-)  ne d� livrent que des approximations de d, dans f, respectivement 
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par valeur inf� rieure et par valeur sup� rieure. Le probl� me pos�  maintenant est d' identifier 
et caract� riser cette grandeur d qui semble correspondre �  une diff� rence exacte (toujours 
d� finie) entre x et y. Pour ce faire, nous construisons l' ensemble des entiers relatifs 

graduels f. 
 

Soit a et b deux entiers naturels graduels et  la relation d' � quivalence telle que :  

" (a, b)  Î  f ́  f, (a, b)  (a' , b' ) ssi a + b'  = a'  + b,         (2.15) 
 

o�  l' addition + est d� finie sur f. L' ensemble des entiers relatifs graduels f est d� fini 
par : 

f = ( f ´  f) / � (2.16) 
 

Ainsi, f est l' ensemble quotient des classes d' � quivalence d� finies par la relation  

sur ( f ´  f).  
 
Un entier relatif graduel x s' identifie donc �  une classe d' � quivalence, not� e (x+, x-), o�  

x+ et x- sont des entiers positifs flous. Par abus de langage, nous � crirons parfois « l' entier 
relatif graduel (x+, x-) ». Tout entier graduel x positif (respectivement n� gatif) peut donc 
� tre repr� sent�  par un couple (x+, 0) (respectivement (0, x-)). 

 

La m� thode d' extension propos� e est similaire �  celle utilis� e pour la construction de  �

�  partir de � o� , par exemple, l' entier relatif -1 n' est que la repr� sentation de la classe 
d' � quivalence { (0, 1), (1, 2), (2, 3), ¼ } . 

 
 
Exemple 2.7. Soit deux entiers flous positifs :  

a = { 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4}  ;  b = { 1/0, 1/1, 0.3/2} .  
 
Le couple (a, b) = ({ 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4} , { 1/0, 1/1, 0.3/2} ) est une instance de 

la classe d' � quivalence d� finissant un entier relatif flou ( f). D' autres instances de cette 
classe peuvent � tre d� finies par les couples suivants : 

(a' , b' ) = ({ 1/0, 0.8/1, 0.5/2, 0.2/3} , { 1/0, 0.3/1} ) ;  

(a' ' , b' ' ) = ({ 1/0,  1/1, 0.9/2, 0.8/3, 0.5/4, 0.2/5} , { 1/0, 1/1, 0.9/2, 0.3/3} ). ¨  
 
Ces entiers relatifs peuvent � tre graphiquement repr� sent� s par la figure 2.5, o�  les 

parties positives sont des fonctions d� croissantes sur + , alors que les parties n� gatives 

sont des fonctions non-d� croissantes sur - . 
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) LJ��� �� �� ' HX[ �UHSUpVHQWDWLRQV�pTXLYDOHQWHV��D��E��HW��D¶�E¶���

GX�PrPH�HQWLHU�UHODWLI�JUDGXHO� ¨  
 
 
Un entier relatif graduel  x = (x+, x-)  peut donc prendre plusieurs formes � quivalentes. 

Cependant, x peut � galement se d� crire de fa� on compacte en � num� rant les valeurs     

(x+
a - x

-
a)  pour toutes ses a-coupes diff� rentes. Ces valeurs sont des entiers relatifs ( ). 

On obtient ainsi une repr� sentation canonique (unique), not� e xc, d� finie par : 

xc = å  a i / (x
+
ai - x

-
ai) (2.17) 

 
o�  les a i correspondent aux diff� rentes a-coupes de x et o�  les (x+

ai - x
-
ai) appartiennent �  

. Ainsi l' a-coupe d' un entier relatif graduel sous forme canonique correspond �  un entier 

positif ou n� gatif cxa  qui peut � galement � tre not�  ).x,0(ou)0,x( cc -
a

+
a  

 
 
Exemple 2.8. La repr� sentation canonique de (a, b) (cf. exemple pr� c� dent) est obtenue 

en � num� rant les valeurs de ses diff� rentes a-coupes : (a, b)c = { 1/0, 0.8/1, 0.5/2, 0.3/1, 
0.2/2} c  graphiquement repr� sent�  par la figure 2.6. 
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) LJ�� �� �� 8 QH�UHSUpVHQWDWLRQJUDSKLTXH�GH��D��E��HW�GH�VD�IRUPH�FDQRQLTXH. ¨  

 
 
Ainsi, l' entit�  d (cf. figure 2.3) que nous pressentions � tre la repr� sentation exacte de la 

diff� rence des entiers graduels positifs a et b, n' est autre que la repr� sentation canonique 
d' un entier relatif graduel dont le couple (a, b) est un repr� sentant. C' est une valeur exacte 
compl� tement connue. 
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� �� �� � $ GGLWLRQ�HW�GLIIpUHQFH�GDQV� � �
 

L' op� ration d' addition sur f est d� finie par :  

"  (x, y) Î  f ́  f, x + y = (x+, x-) + (y+, y-) = (x+ + y+, x- + y-).  (2.18) 
 

Ainsi, l' addition sur f, r� sulte de l' addition de deux additions sur f appliqu� es 
ind� pendamment sur les parties positives et n� gatives des entiers graduels relatifs 
consid� r� s.  

 

Comme dans f l' addition respecte la propri� t�   (x + y)a = xa + ya,  cette propri� t�  

s' applique � galement dans f. D' un point de vue pratique cela permet d' � valuer 

rapidement une op� ration sur f, en travaillant sur les diff� rentes a-coupes de ses 
op� randes. En repr� sentation canonique chaque a-coupe d' un entier relatif graduel est un 
entier relatif et l' addition de x et y se d� finit par :  

)yx()yx( ccc
aaa +=+ . (2.19) 

 
On montre ais� ment, en passant par les a-coupes, que cette addition  est commutative 

et a un � l� ment neutre not�  0 f, d� fini par la classe { (a, a) / a Î  f}  dont un des 
repr� sentants est : ({ 1/0} , { 1/0} ). 

 
Chaque entier relatif graduel x = (x+, x-) a un oppos�  not�  -x = (x-, x+), tel que x + (-x) 

= (x+ + x-, x- + x+) qui, du fait que + dans f est commutatif, est un repr� sentant de la 
classe correspondant �  l' � l� ment neutre 0 f. En cons� quence, la diff� rence dans f est 
toujours d� finie et se caract� rise par : 

x -  y = x + (-y) = (x+ + y-, x- + y+). (2.20) 
 

On note que dans le cadre des nombres flous usuels la diff� rence d' un nombre 
repr� sentant "environ 1" par lui m� me retourne une valeur repr� sentant environ 0 mais pas 

exactement 0. Dans f, au contraire, le r� sultat d' une telle diff� rence est exactement 0.  
 

Les deux diff� rences  x  )-(  y  et  x  (-)  y sont des approximations dans f, de la 

diff� rence exacte  x ± y  � valu� e dans f.  D' autres approximations sont envisageables. 

Par exemple dans � au moyen d' une mesure 0  correspondant �  une int� grale de 
Lebesgue : 

)()yx()yx( 1ii

n

1i
i +

=
a a-a´-=- å0   (2.21) 

 
o�  les degr� s a i sont ordonn� s de mani� re d� croissante : 1 =  a1 > a2 > ¼  > an-1> an = 0.  
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Comme pour le calcul g� n� ral d' une cardinalit�  scalaire (cf. §2.2.4), cette valeur 
moyenne peut � tre pond� r� e par une fonction croissante f(a) de [0, 1] dans [0, 1] telle que 
f(0) = 0 et f(1) = 1. On obtient ainsi une mesure Mf (paramatr� e par f) attribuant des poids 
d' autant plus importants aux valeurs des diff� rentes a-coupes que celles-ci sont proches 
du degr�  1.  

 
 
Exemple 2.9. Bas� e sur les valeurs x et y de l' exemple 2.5, la figure 2.7 visualise 

diff� rentes approximations de la valeur exacte  x ± y. L' approximation dans  1.2 est 
obtenue en calculant  Mf(x ± y)  avec f la fonction identit� .  
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Fig 2.7. Approximations d' une diff� rence exacte. ¨  
 

� �� �� � 0 XOWLSOLFDWLRQ�HW�GLYLVLRQ�GDQV� � �
 

La multiplication  x × y  dans f,  est une simple extension de celle d� finie dans , elle 
se caract� rise par : 

 "  (x, y) Î  f ´  f, x ´  y = (x+, x-) ´  (y+, y-) =  ((x+ ´  y+) + (x- ´  y-), (x+ ´  y-) + (x- ´  
y+)). (2.22) 

 
La multiplication de deux entiers relatifs graduels se d� duit alors de celle sur des 

entiers relatifs en d� finissant ses a-coupes par :  

(x ´  y)a = xa ´  ya.  (2.23) 
 

Elle v� rifie les propri� t� s suivantes : 

– Elle prolonge celle de f. Si x et y appartiennent à f, ils se représentent dans 

f par (x+, 0), (y+, 0) et le produit dans f peut être vu comme un cas 

particulier de celui de f. 

– Elle est associative, commutative et admet un élément neutre qui appartient à 
la classe de (1 f, 0 f), par la suite plus simplement notée (1, 0). 
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± Elle est distributive par rapport �  l' addition.   
 

Un � l� ment x de f est inversible si et seulement : $ ix Î  f tel que x ´  ix = (1,  0). Sur 

f, seuls les � l� ments des classes (1, 0) ou (0, 1) sont inversibles. 
 

En conclusion, ( f, + , ×) forme une structure d’anneau.  
 
 

� �� �� � 0 LQ�HW�P D[ �GDQV� � �
 

Comme la repr� sentation d' un entier relatif graduel peut prendre plusieurs formes, la 
comparaison de deux entiers relatifs graduels x et y et l' � valuation des fonctions  min(x, 
y)  et  max(x, y)  peut poser quelques difficult� s. Ce probl� me se r� soud en s' appuyant sur 
leur repr� sentation canonique (unique) xc et yc.  

 
Une relation d' ordre bool� enne9 entre entiers relatifs graduels est d� finie par :  

"  (x, y) Î  f ́  f, x ³  y ssi )yx( - ³  0.  (2.24) 
 

o�  un entier graduel est dit "positif" si toutes ses a-coupes sont positives. En passant aux 

a-coupes et �  des calculs dans � on obtient :  

"  (x, y) Î  f ́  f, x ³  y ssi "  a Î  ]0, 1], )yx( cc
aa - ³  0.  

 
La fonction min se d� finit alors par : 

"  (x, y) Î  f ́  f, min(x, y) = sup tÎ f  { t / x ³  t et y ³  t} . 
 

En passant aux a-coupes, on obtient :  

"  (x, y) Î  f ́  f, min(x, y) = sup tÎ f  { t / )tx( cc
aa - ³  0  et )ty( cc

aa - ³  0} . 
 
Il en d� coule que : 

cta = min( cxa , cya ) = (min )y,x( cc +
a

+
a , max )y,x( cc -

a
-

a ). (2.25) 
 

De mani� re analogue la fonction max se d� finit par : 

"  (x, y) Î  f ́  f, "  a Î  ]0, 1],  

                               max ( cxa , cya ) = (max )y,x( cc +
a

+
a , min )y,x( cc -

a
-

a ). (2.26)  

                                                
9 Des relations d' ordres floues sont � tudi� es au chapitre 5 
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� �� � %LODQ��
 

Dans ce chapitre nous avons nettement d� marqu�  la notion de nombre flou de celle de 
nombre graduel. Si la premi� re est clairement identifi� e comme une extension du concept 
d' intervalle, la seconde, qui d� crit une information pr� cise mais graduelle et � tend le 
concept de nombre (entier), n' est pas clairement discern�  dans la litt� rature. Nos 
propositions contribuent �  � tablir une distinction entre l' id� e d' impr� cision et la notion de 
gradualit�  (fuzziness). 

 
Nous avons d� fini les entiers naturels graduels comme des cardinalit� s d' ensembles 

flous. Les propri� t� s alg� briques de ces nombres sont tout �  fait remarquables (par rapport 

�  celles des nombres flous). Ainsi, la structure ( f, +, ×) forme-t-elle un semi-anneau.  
 
Par la suite, la notion d' entier graduel relatif a � t�  introduite comme classe 

d' � quivalence de couples d' entiers graduels naturels pouvant � tre caract� ris� e par un 

repr� sentant canonique. f, l' ensemble de ces nombres, prolonge f et ( f, + , ×) forme 
une structure d’anneau.  

 
De cette analyse se d� gage � galement une d� marche simple qui, par la suite, sera sous-

jacente �  nombre de nos propositions. Elle consiste �  proposer un syst� me de calculs sur 

des quantit� s graduelles exactes (appartenant, par exemple, �  f) puis �  proposer, dans 

d' autres espaces plus simples ( , f, ), diff� rentes vues r� sum� es des r� sultats exacts 
ainsi obtenus. Les vues pr� sent� es dans ce chapitre sont des approximations par valeur 
inf� rieure ou sup� rieure ou des valeurs moyennes calcul� es �  l' aide d' une mesure 
param� tr� e par une fonction croissante, mais d' autres approximations peuvent � tre 
envisag� es. Cette approche prend le contre-pied de celles qui consistent �  r� sumer des 
valeurs complexes puis �  composer ces r� sultats synth� tiques car de telles m� thodes 
peuvent conduire �  des r� sultats difficilement interpr� tables. 
 

En outre, les nombres graduels ont la particularit�  de fusionner deux concepts : celui de 
quantit�  et celui de degr�  de satisfaction. Ils peuvent donc � tre vus comme une 
g� n� ralisation �  la fois des entiers et des degr� s de satisfaction. Nous n' avons pour le 
moment pas insist�  sur cet aspect, mais cette caract� ristique va ressortir progressivement 
dans le chapitre qui suit et le chapitre 5 consacr�  �  la comparaison de nombres graduels. 
Une telle sp� cificit�  est particuli� rement importante dans une perspective de d� finition 
d' un cadre homog� ne et g� n� rique permettant d' exprimer des requ� tes flexibles.  

 



 

 

�

&KDSLWUH�� �

 

0 XOWL�HQVHP EOHV�IORXV��

�

� �� � ,QWURGXFWLRQ��
 
 

Les multi-ensembles sont des collections analogues aux ensembles mais pouvant 
contenir des doubles. Ils jouent un r� le important dans les bases de donn� es et leurs 
langages de requ� tes associ� s [Shaw, 1990 ; Libkin, 1997]. Par exemple, dans une requ� te 
comme : t r ouver  l ’ âge des empl oy� s de l ’ ent r epr i se X, l' information 
recherch� e porte sur la distribution des � ges des employ� s. Au-del�  des � ges des 
employ� s, c' est le nombre d' employ� s dans chaque tranche d' � ge qui est recherch� . Le 
concept de multi-ensemble est l' abstraction math� matique adapt� e pour mod� liser ce type 
de r� sultat.  

 
Par ailleurs, l' interrogation flexible de bases de donn� es vise �  prendre en compte 

certains besoins des utilisateurs ne s' exprimant pas de fa� on bool� enne, mais pouvant � tre 
plus ou moins satisfaits. Par exemple, dans la question  trouver les empl oy� s 
j eunes d' une ent r epr i se, le crit� re jeune est graduel et traduit des pr� f� rences de 
l' utilisateur sur les donn� es recherch� es. Il permet de discriminer qualitativement les 
donn� es s� lectionn� es.  

 
Dans une requ� te, la prise en compte, d' une part, de multi-ensembles pour g� rer des 

nombres d' occurrences sur les � l� ments d' une collection, et, d' autre part, de pr� dicats 
graduels pour tenir compte de pr� f� rences sur les s� lections, conduit �  introduire le 
concept de multi-ensemble flou. 

 
 Un multi-ensemble flou est un multi-ensemble dont chaque occurrence de chaque 

� l� ment est associ� e �  un degr�  d' appartenance. Ainsi, une projection �  partir d' un 
ensemble flou de n-uplets peut-elle g� n� rer un multi-ensemble flou. Ceci est illustr�  par la 
requ� te trouver le salaire des employés jeunes. Comme plusieurs employés 
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peuvent avoir le m� me salaire, le r� sultat peut contenir des doubles. De plus, chaque 
occurrence d' un salaire co�ncide avec un employ�  plus ou moins jeune et est donc 
associ� e �  un degr�  de satisfaction. En cons� quence, la collection r� sultat doit permettre 
de g� rer �  la fois des informations quantitatives et qualitatives sur des salaires. Elle 
repr� sente la distribution des salaires des employ� s jeunes.  

 
Un multi-ensemble flou est donc une collection qui g� re simultan� ment des degr� s 

d' appartenance et des quantit� s relatifs aux � l� ments qu' elle contient. C' est une structure 
qui est int� ressante pour les applications o�  les notions de quantification et de pr� f� rence 
jouent un r� le important : interrogation flexible de bases de donn� es, recherche 
d' informations, acquisition de connaissances, fusions ou r� sum� s de donn� es, notamment. 

 
Yager [Yager, 1986 ; Yager, 1987] est le premier �  avoir d� fini la notion de multi-

ensemble flou et �  en sp� cifier les principales op� rations. Divers travaux ont ensuite 
prolong�  ou mis en application ces propositions [Li, 1990 ; Rebai, 1994 ; Chakrabarty et 
al., 1999]. Cependant, le mod� le de Yager pose probl� me, dans la mesure o�  il ne permet 
pas de consid� rer les multi-ensembles flous comme une g� n� ralisation �  la fois des 
ensembles flous et des multi-ensembles. Cette difficult�  a � t�  relev� e dans [Miyamoto, 
1997 ; Rocacher &  Connan, 1999] et a conduit �  de nouvelles approches bas� es sur la 
notion d' a-coupe, discut� es dans ce chapitre.  

 
Par ailleurs, Charkrabarty [Charkrabarty, 2000] a d� fini le concept d' IC-bag (IC pour 

Interval Counts) dont l' objectif est de mod� liser des multi-ensembles dont le nombre 
d' occurrences de chaque � l� ment peut � tre mal connu et � tre repr� sent�  par un intervalle 
d' entiers. Delgado [Delgado et al., 2003] caract� rise les multi-ensembles flous au moyen 
de nombres d' occurrences correspondant �  des cardinalit� s probabilistes non convexes 
(voir section 2.2). Si l' on consid� re ces cardinalit� s comme des nombres flous usuels (mal 
connus) bas� s sur des distributions de possibilit� s d' entiers et g� n� ralisant le calcul sur des 
intervalles, on peut dire que ces deux derniers mod� les s' inscrivent dans une m� me 
d� marche visant �  repr� senter une certaine forme de multi-ensembles stricts mal connus. 

 
Il donc important de rappeler ici dans quel cadre nous nous pla� ons et de pr� ciser nos 

objectifs. Au chapitre 2, la notion d' entier graduel a � t�  distingu� e de celle de nombre 
flou, de m� me les multi-ensembles flous que nous souhaitons manipuler sont issus de 
l' application de pr� dicats graduels et satisfont une propri� t�  qui peut � tre plus ou moins 
satisfaite. Ils sont �  distinguer de multi-ensembles (stricts) dont les � l� ments seraient un 
nombre d' occurrences mal connu. Ainsi, par exemple, dans la collection des salaires des 
employ� s jeunes, chaque occurrence d' un salaire est-elle associ� e �  un degr�  satisfaction 
exprimant dans quelle mesure le salari�  correspondant est jeune. En cons� quence, les 
informations manipul� es sont parfaitement connues mais graduelles. On pressent que les 
multi-ensembles flous d� coulant de pr� dicats graduels vont � tre caract� ris� s par des 
entiers graduels et non des nombres flous ‘usuels' , ce qui est montr�  dans la suite.  

 
Ce chapitre est consacr� e �  l' � tude de la construction de la notion de multi-ensemble 

flou et des op� rateurs associ� s [Rocacher & Connan, 1999 ; Rocacher, 2001, Rocacher ; 
2003]. Dans un premier temps, les caract� ristiques des multi-ensembles sont rapidement 
rappel� es. Puis, apr� s avoir mis en � vidence les liens entre multi-ensembles et multi-
ensembles flous, d' une part, et ensembles flous et multi-ensembles flous, d' autre part, un 
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mod� le de construction g� n� rale des multi-ensembles flous, bas�  sur la notion d' entier 
naturel graduel, est pr� sent� . 
 

� �� � 0 XOWL�HQVHP EOHV�
 
Le concept de multi-ensemble, c' est-� -dire de collection autorisant des occurrences 

multiples de ses � l� ments, trouve de nombreuses applications, en algorithmique 
notamment [Knuth, 1981], mais aussi dans les bases de donn� es [Grefen, 1994 ; Lamperti 
et al., 2001] et, plus sp� cifiquement, dans les bases de donn� es orient� es-objet o�  il joue 
un r� le central [Catell, 2000]. Dans le contexte des bases de donn� es, l' utilisation des 
multi-ensembles est principalement motiv� e par leur capacit�  �  g� rer des quantit� s. On 
note qu' ils facilitent � galement le traitement de certaines op� rations en � vitant la 
suppression des doubles. Leurs propri� t� s alg� briques ont � t�  largement � tudi� es [Albert, 
1991 ; Grumbach, 1993], on se r� f� rera �  [Blizard, 1985] pour une pr� sentation compl� te.  
 

Un multi-ensemble A, d� fini sur un univers X, est caract� ris�  par une fonction wA telle 
que :  
 

wA : X ®   
        x  ®  wA(x) 

 
Chaque entier wA(x) est la valeur caract� ristique de x dans A, il indique le nombre de fois 
o�  x apparaît dans A. Un multi-ensemble A d� fini sur X = { x1, ..., xn}  se note : 
 

A = {a1*x1, ..., an*xn}  o�  ai = wA(xi). 
 
Ainsi, un � l� ment x appartient �  A (x Î  A) quand A contient au moins une occurrence de 
x (L�H. : wA(x) > 0). 
 
 
( [ HP SOH�� �� ��A = { 3*a, 2*b, 1*c}  est un multi-ensemble. A peut � galement � tre d� crit en 
explicitant toutes ses occurrences. Il se note alors : <a, a, a, b, b, c>. ¨  
 
La cardinalit�  d' un multi-ensemble A est d� finie par :  
 

.)x(A
Xx

Aå
Î

=  (3.1) 

 
Soit A et B deux multi-ensembles, les op� rations sur A et B sont d� finies par :  
 

;(x))(x),(min(x) BABA =Ç  (3.2) 

;(x))(x),(max(x) BABA =È  (3.3) 

;(x)(x)(x) BABA +=Å  (3.4) 

A Í  B si  ;Xx(x),(x) BA Î"£  (3.5) 
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;)(x)(x),0(max(x) BABA -=-  (3.6) 

(y).(x)(x,y) BABA ´=´  (3.7) 
 

L'union additive, notée Å , est une opération spécifique aux multi-ensembles, elle 
correspond à une union sans suppression des doubles.  
 

D'une manière générale, les opérations des multi-ensembles sont compatibles avec 
celles des ensembles, c’ est-à-dire qu’ un ensemble peut être vu comme un multi-ensemble 
particulier.  
 
 

� �� � &DUDFWpULVDWLRQV�GHV�P XOWL�HQVHP EOHV�IORXV�
 

� �� �� � ' pILQLWLRQV�

�
Un multi-ensemble flou défini sur un univers X est caractérisé par une fonction Y A 

telle que :  
 

Y A : X ®  MD  
         x ®  Y A(x) 
 

o�  MD est l' ensemble de tous les multi-ensembles ordinaires d� finis sur [0, 1].  
 
 

Exemple 3.2. Soit A un multi-ensemble flou d� fini en extension par : <1/a, 0.1/a, 0.1/a, 
0.5/b, 0.5/b>. Diff� rentes notations � quivalentes, plus ou moins compactes, peuvent aussi 
� tre utilis� es : 

A = { <1, 0.1, 0.1>/a, <0.5, 0.5>/b} , 

A = { { 1*1, 2*0.1} /a, { 2*0.5} /b} . 
 
Dans le multi-ensemble A, l' � l� ment a est caract� ris�  par un multi-ensemble de degr� s 
not�  : Y A(a) = <1, 0.1, 0.1>. ¨  
 

Dans les premi� res propositions de Yager [Yager, 1986 ; Yager, 1987] l' intersection de 
deux multi-ensembles A et B est bas� e sur l' intersection des multi-ensembles de degr� s 
caract� risant chacun de leurs � l� ments et se d� finit par :  
 

)x()x()x(,Xx BABA YÇY=YÎ" Ç . (3.8) 
 

Cependant, cette d� finition n' est pas compatible avec la notion d'ensemble flou, dans 
le sens o� , si A et B sont deux multi-ensembles flous particuliers ne comportant pas de 
doubles (ils peuvent alors � tre vus comme des ensembles flous) leur intersection multi-
ensembliste ou leur intersection ensembliste conduisent �  des r� sultats diff� rents. Par 
exemple, soit deux multi-ensembles flous A = { <0.1>/a}  et B = { <0.9>/a} . On obtient 
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A Ç B = Æ. Par contre, si A et B sont vus comme des ensembles flous, A Ç B = { 0.1/a}  
(en interprétant Ç à l’ aide de la norme min). Des remarques similaires peuvent également 
être faites pour des opérateurs comme l’ union ou l’ inclusion.  Ainsi, l’ approche définie 
par Yager permet de considérer les multi-ensembles comme des cas particuliers de multi-
ensembles flous mais ne permet pas de voir les ensembles flous comme des cas 
particuliers de multi-ensembles flous.  
 

Il est donc intéressant d’ examiner d’ autres approches pour la définition des multi-
ensembles flous permettant de pallier ce problème et rendant compatibles les différentes 
structures ensemble flou, multi-ensemble et multi-ensemble flou. L’ idée est de définir les 
multi-ensembles flous comme une généralisation à la fois des ensembles flous et des 
multi-ensembles.  

 
Deux constructions conduisant à des définitions équivalentes peuvent être suivies. 

L’ une étend les multi-ensembles aux multi-ensembles flous en s’ appuyant sur la notion de 
degré (ou d’ a-coupe). L’ autre étend les ensembles flous aux multi-ensembles flous en se 
basant sur la notion de nombre d’ occurrences (ce qui conduit à définir des w-coupes, 
c’ est-à-dire des coupes par rapport aux nombres d’ occurrences). Ces approches mettent en 
évidence les liens entre ces différentes structures. 
 

� �� �� � $ SSURFKH�SDU�D�FRXSHV�
 

La première approche d’ extension est basée sur la notion d’ a-coupe. Dans le cadre des 
ensembles flous, cette notion est particulièrement importante car elle offre un "pont" liant 
la définition du concept d’ ensemble flou à celui d’ ensemble. En effet, un ensemble flou 
peut être représenté par la famille des ensembles correspondant à toutes ses a-coupes. Les 
opérateurs ensemblistes d’ union et d’ intersection (op) basés sur la paire norme-conorme 
standard (min-max) appliqués à deux ensembles flous A et B, satisfont la propriété 
suivante :  

" a  Î  [0, 1], (A op B)a =  Aa op Ba.  (3.9) 
 
La notion d’ a-coupe permet donc de définir les opérations sur les ensembles flous à 

partir de celles sur les ensembles et assure leur compatibilité, c’ est-à-dire qu’ un ensemble 
peut être vu comme un ensemble flou particulier. 
 

De manière analogue, la définition des multi-ensembles flous peut être fondée sur la 
notion d’ a-coupe. L’ a-coupe d’ un multi-ensemble flou A correspond au multi-ensemble 
ordinaire Aa des occurrences des éléments qui appartiennent à A au moins au niveau a 
(pour a strictement positif). Soit d)(x, le nombre d’ occurrences de l’ élément x au 
degré d. Le nombre d’ occurrences de l’ élément x dans le multi-ensemble Aa, noté (x),  
est défini par :  

d).(x,(x) Ad³=   (3.10) 
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Exemple 3.3. Consid� rons le multi-ensemble flou A = { { 1*1, 2*0.1} /a, 
{ 1*0.5} /b} . Les nombres d' occurrences de l' � l� ment a aux degr� s 1 et 0.1 sont 
respectivement : )1,a(Aw  = 1  et  )1.0,a(Aw  = 2. Le nombre d' occurrences de l' � l� ment 
a dans l' a-coupe de niveau 0.5 est )a(

5.0Aw = 1. Les diff� rentes a-coupes de A sont les 

multi-ensembles imbriqu� s suivants : A1= { 1*a } , A0.5= { 1*a, 1*b} , A0.1= { 3*a, 1*b} .¨  
 

Cette notion d' a-coupe permet d' � tablir un lien entre les multi-ensembles flous et les 
multi-ensembles ordinaires. Ainsi, comme c' est le cas pour les ensembles flous, 
l' intersection et l©union de deux multi-ensembles flous A et B doivent v� rifier les 
propri� t� s suivantes : 
 

" a  Î  [0,1], (A Ç B)a =  Aa Ç Ba ; (A È B)a =  Aa È Ba.  (3.11) 
 
On en d� duit donc les caract� risations suivantes :  
 

(x)).(x),(max(x)X,x

;(x))(x),(min(x)X,x

BAB)(A

BAB)(A

=Î"

=Î"

È

Ç
 

 
Ainsi d� finie, l' union (resp. intersection) de deux multi-ensembles flous A et B 

correspond au plus petit (resp. plus grand) multi-ensemble flou contenant (resp. inclus 
dans) �  la fois A et B.  
�
�

Exemple 3.4. Consid� rons les deux multi-ensembles flous A={ <0.9, 0.1, 0.1>/a, <1, 
0.1>/b}  et B = { <0.9, 0.5, 0.5>/a, <0.5>/b} . Les diff� rentes a-coupes de leur intersection 
sont :  
 

(A Ç B)0.9 = A0.9ÇB0.9 = { 1*a, 1*b}  Ç { 1*a}  = { 1*a}  ; 

(A Ç B)0.5 = A0.5ÇB0.5 = { 1*a}  Ç { 3*a, 1*b}  = { 1*a}  ; 

(A Ç B)0.1 = A0.1ÇB0.1 = { 3*a, 2*b}  Ç { 3*a, 1*b}  = { 3*a, 1*b} . 
 

Ce qui conduit �  � tablir que : A Ç B = { <0.9, 0.1, 0.1>/a, <0.1>/b} . ̈  
 

Ces op� rations d' union et d' intersection de multi-ensembles flous sont compatibles, par 
construction, avec celles des multi-ensembles mais aussi, contrairement �  l' approche de 
Yager, avec celles des ensembles flous. Ainsi, par exemple, l' intersection de A 
= { <0.1>/a}  avec B = { <0.9>/a}  est le multi-ensemble flou {<0.1>/a}  ; en consid� rant A 
et B comme des ensembles flous, leur intersection est l' ensemble flou { 0.1/a} , ce qui est 
coh� rent avec le r� sultat pr� c� dent.  
 

� �� �� � $ SSURFKH�SDU�Z�FRXSHV�
 

De mani� re sym� trique �  l' approche par a-coupes, une d� finition des multi-ensembles 
flous peut � tre obtenue �  partir de la d� finition des ensembles flous et de la prise en 



 3.3. Caractérisations des multi-ensembles flous                                                               47 

compte de seuils sur les nombres d' occurrences. Ce point de vue, permet de mettre en 
exergue l' aspect quantitatif des multi-ensembles flous (li�  aux nombres d' occurrences) par 
rapport �  l' aspect qualitatif (li�  aux degr� s d' appartenance des occurrences).  

 
Une coupe de niveau w (w-coupe) d' un multi-ensemble flou A, not� e Aw, est 

l' ensemble flou compos�  des � l� ments dont le nombre d' occurrences dans A est au moins 
� gal �  w. Le degr�  d' appartenance d' un � l� ment x �  Aw, not�  )x(

Aw , exprime dans quelle 

mesure A contient au moins w occurrences de x. Il est d� fini par :  
 

=w )x(
A

sup{ a | (x)A ³ } . (3.12) 

 
Un multi-ensemble flou peut ainsi � tre d� crit comme une collection d' ensembles flous 

emboît� s correspondant �  ses w-coupes Aw. A est d� fini par l' union additive de ses 
diff� rentes w-coupes.  
 
 

Exemple 3.5. Les diff� rentes w-coupes du multi-ensemble flou A = { <1, 0.1, 0.1>/a, 
<0.5>/b}  sont : 
�

A
1 
= { 1/a, 0.5/b}et =(a)1A

1 ; 

A2 = { 0.1/a}  et =(a)2A
 0.1 ; 

A3 
= { 0.1/a}  et =(a)3A

0.1. ¨  

 
Le lien � tabli entre les ensembles flous et les multi-ensembles flous gr� ce �  la notion 

d'w-coupe se traduit par les propri� t� s suivantes : 
 

" w  Î  +, (A Ç B)w
 =  A

w Ç Bw
 ; (A È B)w

 =  A
w

 È Bw. (3.13) 
 
On en d� duit les caract� risations suivantes :   
 

)).x(),x(max()x(,Xx

;))x(),x(min()x(,Xx

BA)BA(

BA)BA(

www

www

=Î"

=Î"

È

Ç
 

 
 

Exemple 3.6. Soit A = { <0.9, 0.1, 0.1>/a, <1, 0.1>/b}  et B = { <0.9, 0.5, 0.5>/a, 
<0.5>/b}  deux multi-ensembles flous, leurs diff� rentes w-coupes sont : 
 

(A Ç B)1 = { 0.9/a, 1/b}  Ç { 0.9/a, 0.5/b}  = { 0.9/a, 0.5/b} ; 

(A Ç B)2 = { 0.1/a, 0.1/b }  Ç { 0.5/a}  = { 0.1/a} ; 

(A Ç B)3 = { 0.1/a}  Ç { 0.5/a}  = { 0.1/a} . 
 
Nous en d� duisons : A Ç B = { <0.9,  0.1, 0.1>/a, <0.5>/b} . ¨  
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Ainsi, par construction, ces opérations sont compatibles avec celles des ensembles 

flous puisque si les multi-ensembles flous A et B ne contiennent qu’ une seule occurrence 
pour chacun de leurs éléments, ils ne possèdent qu’ une w-coupe de niveau 1. 
L’ intersection des multi-ensembles A et B correspond alors à l’ intersection des ensembles 
flous A1 et B1 (c’ est-à-dire à A Ç B où A et B sont interprétés comme des ensembles 
flous). 
 

� �� �� � %LODQ��
 

Les constructions des multi-ensembles flous présentées ci-dessus mettent en évidence 
deux points de vue différents selon que la notion de quantité ou celle de degré 
d’ appartenance est privilégiée. Il faut également noter que si la notion d’ a-coupe lie les 
concepts d’ ensemble et d’ ensemble flou, celle d’ w-coupe lie ceux de multi-ensemble 
ordinaire et d’ ensemble. Les relations ainsi établies entre ces différentes structures 
peuvent être résumées par la figure 3.1. Le schéma obtenu est fondamental dans notre 
démarche, il traduit le fait que les multi-ensembles flous généralisent à la fois les multi-
ensembles flous et les ensembles flous. En conséquence, les opérations ensemblistes 
intersection, union et inclusion définies soit pour les multi-ensembles, soit pour les 
ensembles flous, doivent pouvoir être considérées comme des cas particuliers de celles sur 
les multi-ensembles flous. L’ union additive, qui n’ a de sens que dans le cadre des multi-
ensembles, doit, quant à elle, être un cas particulier de celle des multi-ensembles flous. 
 
 
 
 
 
 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

) LJXUH�� ��  :�5HODWLRQV�HQWUH�HQVHPEOH��PXOWL�HQVHPEOH���
����������HQVHPEOH�IORX�HW�PXOWL�HQVHPEOH�IORX 

 
 

Ainsi, la dualité quantitatif / qualitatif des multi-ensembles flous nous a conduit à 
distinguer deux approches selon qu’ un point de vue est privilégié par rapport à un autre. 
La question que nous nous sommes posée ensuite est d’ étudier si, au contraire, il est 
possible de trouver un formalisme combinant ces deux aspects. L’ objectif est de 
généraliser à la fois les entiers (caractérisant des multi-ensembles) et les valeurs de vérité 
(caractérisant les ensembles flous) pour pouvoir caractériser les multi-ensembles flous. 

w-coupe�

a-coupe�

a-coupe�

w-coupe�
0 XOWL�HQVHP EOH�

( QVHP EOH�IORX�

( QVHP EOH� Multi-ensemble 
flou 
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Une telle g� n� ralisation s' appuie sur la notion d'entier naturel graduel ( f), pr� sent� e au 
chapitre 2. Ce th� me est d� velopp�  dans la section 3.4 qui suit. 
 
 

� �� � 0 XOWL�HQVHP EOHV�IORXV�GpILQLV�VXU� I��
 

� �� �� � ' pILQLWLRQ��
 

Les deux approches de construction des multi-ensembles flous analys� es en section 3.3 
reposent, d' une part, sur la notion de degr�  d' appartenance d' une occurrence d' un � l� ment 
et, d' autre part, sur la notion de nombre d' occurrences de chaque � l� ment. Ces deux 
aspects peuvent � tre fusionn� s en un seul concept permettant de d� finir un cadre g� n� ral 
o�  les diff� rentes structures que sont les ensembles, les ensembles flous, les multi-
ensembles et les multi-ensembles flous sont trait� es de fa� on uniforme. Ce point de vue, 
mettant l' accent sur la g� n� ralisation, est important car il rend possible la composition 
toutes ces structures au travers d' un ensemble r� duit d’op� rateurs g� n� riques. En outre, 
on assure ainsi que le syst� me obtenu est coh� rent.  

 
Cette g� n� ralisation se fonde sur la caract� risation d' un � l� ment dans un multi-

ensemble flou par un nombre flou d' occurrences d� fini par un entier naturel graduel ( f).  
 
Le nombre flou d' occurrences d' un � l� ment dans un multi-ensemble A n' est autre que 

la cardinalit�  floue de l' ensemble flou des diff� rentes occurrences de cet � l� ment dans A. 

Cette cardinalit�  floue est un nombre appartenant �  l' ensemble f des entiers graduels 
positifs pr� sent�  au chapitre 3. On note WA la fonction caract� ristique d' un multi-
ensemble flou A d� fini sur un univers X : 

WA : X ®  f  
         x ®  WA(x).�
�

Chaque entier flou WA(x) indique le nombre de fois o�  x apparaît dans A en tenant 
compte du degr�  d' appartenance associ�  �  chacune de ses occurrences. Un multi-ensemble 
flou A, d� fini sur X = { x1, ..., xn} , peut se noter : 
 

A =  { a1*x1, ..., an*xn}  o�  ai = WA(xi). 
 

Un nombre d' occurrences (non flou) wA(x), caract� ristique d' un � l� ment dans un multi-
ensemble strict A, et un degr�  mF(x), caract� ristique d' un � l� ment dans un ensemble flou 
F, sont des cas particuliers d' entiers graduels. Ils sont donc respectivement repr� sent� s 
par : 

wA(x) = { 1/0, 1/1, 1/2, ¼  1/wA(x)}  ; 

mF(x) = { 1/0, mF(x)/1} . 
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Exemple 3.7. Soit le multi-ensemble flou A = { <1, 0.1, 0.1>/a, <0.5>/b} . Chacun de 
ses � l� ments peut � tre caract� ris�  par son nombre flou d' occurrences, de la fa� on 
suivante : 
 

WA(a) = { 1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3} , 

WA(b) = { 1/0, 0.5/1} . 
 

A se repr� sente �  l' aide d' entiers graduels d©occurrences par :  
 
A = { { 1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3} *a, { 1/0, 0.5/1} *b} .�¨  
 

� �� �� � 2 SpUDWLRQV�
 

Les op� rations sur les multi-ensembles stricts sont bas� es sur des op� rations 

arithm� tiques faisant intervenir des entiers ( ). La d� marche suivie, fond� e sur le principe 
d' extension � tendu (voir le Chapitre 3), consiste �  d� finir les op� rations des multi-

ensembles flous en se basant sur les op� rations des entiers flous ( f).  
 
Ainsi, les op� rations d� finies sur les multi-ensembles (respectivement les ensembles 

flous) ne sont que des cas particuliers de celles d� finies sur les multi-ensembles flous. 
Pour le v� rifier, il suffit de repr� senter les entiers (respectivement les degr� s) sous la 
forme d' entiers graduels, d' appliquer les op� rations d� finies dans le cadre le plus g� n� ral 
des multi-ensembles flous pour retrouver des r� sultats en coh� rence avec ceux obtenus 
dans le cadre plus sp� cifique des multi-ensembles (respectivement des ensembles flous).  

 
Si les op� rations de cardinalit� , inclusion, intersection, union, union additive et produit 

cart� sien s' � tendent assez naturellement dans le cadre des multi-ensembles flous, en 
revanche, la diff� rence n� cessite une attention particuli� re. Ces op� rateurs sont maintenant 
rapidement d� crits.  

 

·  &DUGLQDOLWp�IORXH�
�

La cardinalit�  d' un multi-ensemble est la somme des nombres d' occurrences de ses 
� l� ments. Par extension, la cardinalit�  d' un multi-ensemble flou A, d� fini sur l' univers X, 
est la somme des nombres flous d' occurrences de ses � l� ments, d' o�  : 

).x(|A|
Xx Aå Î

W=  (3.14) 

 
|A| peut � tre vue comme la repr� sentation exacte du nombre de donn� es contenues dans 

A. Par la suite, comme cela a � t�  mentionn�  au chapitre pr� c� dent, il est ais�  d' en d� finir 

une approximation dans  �  l' aide d' une int� grale de Lebesgue.  
 
On note que cette d� finition g� n� ralise � galement la d� finition de la cardinalit�  floue 

d' un ensemble flou F en repr� sentant les degr� s d' appartenance des � l� ments x par { 1/0, 
mF(x)/1} .  
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Exemple 3.8. Soit le multi-ensemble flou A = { { 1/0, 1/1, 0.2/2, 0.2/3} *a, { 1/0, 

0.5/1} *b} . La cardinalit�  de A est la somme des occurrences de a et b, d©o�  : | A | = { 1/0, 
1/1, 0.2/2, 0.2/3}  +  { 1/0, 0.5/1}  = { 1/0, 1/1, 0.5/2, 0.2/3, 0.2/4} . Si l' on consid� re 
l' ensemble flou F = { 1/a, 0.2/b, 0.2/c} , la cardinalit�  de F est obtenue par sommation sur 
les nombres d' occurrences de chaque � l� ment : |F| = { 1/0, 1/1}  + { 1/0, 0.2/1}  + { 1/0, 
0.2/1}  = { 1/0, 1/1, 0.2/2, 0.2/3} . i 
 

·  ,QFOXVLRQ�
 

Un multi-ensemble flou A est inclus strictement dans un multi-ensemble flou B si et 
seulement si : 
 

" x Î X, WA(x) £ WB(x).  (3.15) 
 
Cette d� finition g� n� ralise �  la fois l' inclusion des multi-ensembles et l' inclusion stricte 
(dite de Zadeh) des ensembles flous.  
 

Par ailleurs, l' inclusion entre deux multi-ensembles peut � tre rendue graduelle en 
utilisant des relations d' ordre graduelles entre nombre d' occurrences flous. Ce point 
particulier est trait�  sp� cifiquement au chapitre 5. 
 

·  ,QWHUVHFWLRQ��XQLRQ��XQLRQ�DGGLWLYH��SURGXLW�&DUWpVLHQ��
 

Les extensions �  f des op� rations min, max et somme sur des entiers g� n� rent des 
entiers flous. Aussi, les op� rations intersection, union et union additive d� finies sur les 
multi-ensembles bas� es sur les op� rations min, max et somme sur des entiers s' � tendent 
elles directement aux multi-ensembles flous. Si A et B sont deux multi-ensembles flous 
d� finis sur un univers X : 
 

;))x(),x(min()x( BABA WW=W Ç  (3.16) 

;))x(),x(max()x( BABA WW=W È  (3.17) 

)x()x()x( BABA W+W=W Å ; (3.18) 

(y).(x)y)(x, BABA W´W=W ´  (3.19) 
�

Exemple 3.9. Soit deux multi-ensembles flous : A= { { 1/0, 1/1, 0.1/2, 0.1/3} *a}  et B = 
{ { 1/0, 0.9/1, 0.5/2} *a} . A titre d' exemple calculons l' intersection de A et B :  

WAÇB(a) = min(WA(a), WB(a)) = { 1/0, 0.9/1, 0.1/2} .  
 

Le minimum entre WA(a) et WB(a) n' est pas n� cessairement l' une ou l' autre de ces 
valeurs, mais le plus grand nombre flou inf� rieur ou � gal �  la fois �  WA(a) et �  WB(a). En 
cons� quence, l' intersection de deux multi-ensembles flous A et B est le plus grand multi-
ensemble flou contenu �  la fois dans A et dans B, ce qui est bien conforme �  la d� finition 
usuelle d' une intersection. ̈  
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·  ' LIIpUHQFH�
 

Contrairement aux ensembles, la diff� rence entre deux multi-ensembles (flous ou non) 
A et B [Rocacher, 2000 ; Rocacher & Bosc, 2002] ne peut � tre d� finie en recourant au 
compl� ment par rapport �  un univers X. Par exemple, le compl� ment par rapport �  un 
univers X = { a, b, c}  d' un multi-ensemble A contenant trois occurrences de l' � l� ment a, 
n' a pas de sens. Pour pallier ce probl� me, il est possible de s' appuyer sur une d� finition 
bas� e sur une s� mantique additive qui caract� rise A ± B comme le multi-ensemble S qu' il 
faut ajouter �  A Ç B pour obtenir A : 

A -  B = S Û  A = (A Ç B) Å S.  (3.20) 
 
Appliquée aux nombres d’ occurrences flous, cette définition aboutit à l’ équation : 

"  x Î  X, WA(x) = WAÇB(x) + WS(x). 

 

Cependant, comme constat�  au chapitre 2, dans f, cette � quation n' a pas toujours de 
solution. De m� me, la diff� rence entre deux multi-ensembles flous A et B n' existe pas 
toujours. Par exemple, consid� rons A = { <1, 0.8, 0.5, 0.2>/x}  et B = { <1, 0.3>/x} , nous 
en d� duisons A Ç B = B et nous constatons qu' il n' existe pas de S tel que : A = B Å S. En 
effet, B peut � tre compl� t�  par des occurrences de x aux degr� s 0.8 et 0.2, mais 
l' occurrence de x au degr�  0.3 ne peut � tre � lev� e �  0.5 gr� ce �  l' union additive. Comme 

dans f, nous sommes donc conduits �  d� finir une diff� rence entre multi-ensembles flous 
par approximation inf� rieure et par approximation sup� rieure, not� es respectivement  )-(  
et  (-). Ces diff� rences d� coulent des relaxations de la formule (3.20) et se d� finissent de 
la mani� re suivante :  

A )-( B = È{ S : A Ê (A Ç B) Å  S}  ;  (3.21) 

A (-) B = Ç{ S : A Í  (A Ç B) Å  S} .  (3.22) 
 

Ces d� finitions, appliqu� es aux nombres flous d' occurrences, aboutissent aux 
in� quations suivantes : 

"  x Î  X, WA)-(B(x)  =  max{ W | W Î  f et WA(x) ³  WAÇB(x) + W}  ; 

"  x Î  X, WA(-)B(x)  =  min{ W | W Î  f et WA(x) £ WAÇB(x) + W} . 
d' o�  : 

"  x Î  X, WA)-(B(x)  = WA(x)  )-(  WB(x) ; 

"  x Î  X, WA(-)B(x)  = WA(x)  (-)  WB(x). 

 
Exemple 3.10. Soit deux multi-ensembles A = { { 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4}  *  a }  et B 

= { { 1/0, 1/1, 0.3/2}  *  a} .  Dans cet exemple A Ç B = B, donc : A  )-(  B = È{ S | B Å S Í   
A} . En s' appuyant sur l' approximation par valeur inf� rieure de la diff� rence de deux 
entiers graduels, on obtient :  
 

A  )-(  B = { [{ 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4}  )-( { 1/0, 1/1, 0.3/2} ]*  a}  
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             = { 1/0, 0.8/1, 0.2/2} *a} . 
 

A  )-(  B est le plus grand multi-ensemble flou S tel que B Å  S soit contenu dans A. ¨  

�
 
 

� �� � 0 XOWL�HQVHP EOHV�IORXV�GpILQLV�VXU� I��
 

La construction des multi-ensembles flous �  l' aide d' entiers relatifs graduels ( f) 
[Rocacher &  Bosc, 2003c ; Rocacher &  Bosc, 2005b] est dans la continuit�  des 
propositions avanc� es par Blizard [Blizard, 1985] puis par Chakrabarty [Chakrabarty, 
1999]. Nous n' en faisons qu' une pr� sentation succincte montrant que les propositions de 

Chakrabarty posent quelques difficult� s et que f offre un cadre fond�  pour y rem� dier.  
 
Blizard a � t�  le premier �  g� n� raliser la notion de multi-ensemble en prenant en compte 

des nombres d' occurrences positifs ou n� gatifs (Î  ) pour les � l� ments. Pour tout multi-
ensemble A, il d� finit un multi-ensemble ombre (shadow bag), not�  A-, tel que : A Å A- = 

� (le multi-ensemble vide). Par exemple, l' ombre du multi-ensemble <x> est <-x>. Dans 
un multi-ensemble A, une occurrence positive d'un � l� ment correspond �  une occurrence 
qui a � t�  ajout� e �  A, alors qu' une occurrence n� gative est une occurrence qui doit � tre 
enlev� e de A (elle repr� sente une dette). Dans ce cadre, la diff� rence entre deux multi-
ensembles A et B est d� finie sans restriction. 

 
Les propositions de Chakrabarty consistent �  g� n� raliser les multi-ensembles flous 

sp� cifi� s par Yager en d� finissant le degr�  d' appartenance de chaque occurrence de 
chaque � l� ment dans l' intervalle [-1, 1]. Cependant, le mod� le de Chakrabarty d� rive 
directement de celui de Yager qui, notamment pour les op� rations d' intersection, union et 
inclusion, n' est pas compatible avec les ensembles flous (voir la sous-section 3.3.1). Il est 
donc n� cessaire de revoir la d� finition de ces op� rateurs.  

 
Un multi-ensemble flou g� n� ralis�  peut � tre d� crit en � num� rant les diff� rentes 

occurrences de ses � l� ments. Par exemple, le multi-ensemble flou A = <1/a, 0.8/a, 0.2/a,    
-1/a, -0.5/a> contient trois occurrences positives (qui ont � t�  ajout� es �  la collection vide) 
HW� GHX[ � RFFXUUHQFHV� QpJDWLYHV� �TXL�GRLYHQW� � tre retir� es de A, mais ne l' ont pas encore 
� t� ). Ainsi, dans A, une occurrence de l' � l� ment ‘a'  au degr�  0.5 doit � tre supprim� e, cette 
op� ration ne peut pas � tre r� alis� e car A ne poss� de pas d' occurrence de ‘a'  au degr�  0.5. 
A "poss� de"  � galement une occurrence de ‘a'  au degr�  -1, cette occurrence est en fait une 
dette qui pourrait � tre sold� e car A contient une autre occurrence de A au degr�  1. 
Autrement dit, A peut � tre r� duit �  : <0.8/a, 0.2/a, -0,5/a>.  

 
Un � l� ment d' un multi-ensemble flou g� n� ralis�  se caract� rise donc par la cardinalit�  

floue de ses occurrences positives et la cardinalit�  floue de ses occurrences n� gatives dont 
la donn� e d� finit un entier relatif graduel. Notons F A la fonction caract� ristique d' un 
multi-ensemble flou g� n� ralis�  A d� fini sur l' univers X : 
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F A : X ®  f  

        x  ®  F A(x) = (F A(x)+, F A(x)-).  (3.23) 

 

 
Exemple 3.11. L' � l� ment a du multi-ensemble flou A = <1/a, 0.8/a, 0.2/a,    -1/a, -

0.5/a> est caract� ris�  par l' entier relatif graduel suivant : 
 

F A(a) = ({ 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.2/3} , { 1/0, 1/1, 0.5/2} ) 

          = ({ 1/0, 0.8/1, 0.2/2} , { 1/0, 0.5/1} ) 

          = { 1/0, 0.8/1, 0.5/-1, 0.2/1} c. ¨  
 
D� s lors, les d� finitions des op� rations entre deux multi-ensembles flous g� n� ralis� s 

d� coulent naturellement des op� rations arithm� tiques d� finies sur f :  
 

F AÇB(x) = min (F A(x), F B(x)) = (min (F A(x)c+, F B(x)c+),  

                                                      max (F A(x)c-, F B(x)c-)) ; (3.24) 

F AÈB(x) = max(F A(x), F B(x)) = (max(F A(x)c+, F B(x)c+),  

                                                      min(F A(x)c-, F B(x)c-)) ; (3.25) 

F AÅB(x) = (F A(x)+ +  F B(x)+ , F A(x)- +  F B(x)-) ;  (3.26) 

F A´ B(x) = ((F A(x)+ ´  F B(x)+) + (F A(x)- ´  F B(x)-),  

                   (F A(x)+ ´   F B(x)-) + (F A(x)- ´   F B(x)+)) ;  (3.27) 

F A- B(x) = (F A(x)+ +  F B(x)- , F A(x)- +  F B(x)+).  (3.28) 
 

On v� rifie sans difficult�  que les multi-ensembles flous d� finis sur f sont des multi-
ensembles flous g� n� ralis� s dont les parties n� gatives des caract� ristiques de chaque 
� l� ment sont nulles. Dans ce cas, les d� finitions ci-dessus conduisent aux d� finitions des 
op� rateurs (3.16-3.19).  
 
 

� �� � %LODQ��
 

Apr� s avoir montr�  que la mod� lisation des multi-ensembles flous propos� e par Yager 
soulevait un probl� me de coh� rence vis �  vis des structures ensemble et multi-ensemble, 
nous avons propos�  deux mod� les de construction bas� s, d' une part, sur la notion d' a-
coupe et, d' autre part, sur celle d'w-coupe. Historiquement, c' est partant de ces deux 
points de vue que nous avons � t�  amen� s �  d� finir une troisi� me approche qui fusionne les 
deux pr� c� dentes au travers de la notion d' entier graduel. Ce nouveau concept, riche et 
ouvert, offre un cadre g� n� ral capable d' int� grer de nombreuses propositions. 
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Parall� lement �  nos travaux, S. Miyamoto [Miyamoto, 1997 ; Miyamoto, 2001] a aussi 
propos�  une approche des multi-ensembles flous bas� e sur la distributivit�  des a-coupes. 
Un � l� ment x dans un multi-ensemble flou A est caract� ris�  par la s� quence d� croissante 
des degr� s des diff� rentes occurrences de x dans A. Ainsi, si x a p occurrences alors il est 
caract� ris�  par la s� quence (m1

A(x), m2
A(x), ¼ , mp

A(x)) avec m1
A(x) ³  m2

A(x)³  ¼  ³  mp
A(x). 

Une op� ration (par exemple l' intersection) entre deux multi-ensembles flous A et B est 
ensuite d� finie par combinaison des degr� s de m� me rang j (mj

AÇB(x) = mj
A(x) Ù mj

B(x)). Il 
est clair qu' une s� quence d� croissante de degr� s peut � tre assimil� e �  un entier graduel 
WA(x) = { m1

A(x)/1, m2
A(x)/2, ¼ , mp

A(x)/p}  et que l' intersection bas� e sur des entiers 
graduels (WAÇB(x) = min(WA(x), WB(x)) conduit �  des combinaisons mj

AÇB(x) = mj
A(x) 

Ù mj
B(x)) car les fonctions caract� ristiques de WA(x) et de WB(x) sont d� croissantes. Par 

ailleurs, Miyamoto d� finit la cardinalit�  d' un multi-ensemble flou A comme la somme des 
degr� s d' appartenance des occurrences des diff� rents � l� ments de A. Nous avons montr�  
que cette cardinalit�  pouvait � tre vue comme une valeur approch� e d' une cardinalit�  floue 
exacte repr� sent� e par un entier graduel.  

 
Notre analyse se d� marque de celle de Miyamoto en ce qu' elle s' appuie sur le concept 

d' entier graduel, alors que Miyamoto reste sur une construction privil� giant un point de 
vue op� rationnel. Il nous semble important de mettre en avant le concept d' entier graduel 
qui g� n� ralise �  la fois les notions de valeur de v� rit�  et d' entier. Ainsi, les op� rations sur 
les ensembles, multi-ensembles, ensembles flous et multi-ensembles flous peuvent � tre 
trait� es de mani� re similaire car elles sont d� finies au travers d' une caract� risation 
commune. En cons� quence, l' alg� bre sur ces structures reste r� duite �  un faible nombre 
d' op� rateurs g� n� riques. De plus, les extensions obtenues apparaissent assez 
"intuitives" car elles prolongent "naturellement" des concepts usuels. Le sch� ma de la 
figure 3.1, � tablissant les relations entre multi-ensembles flous, ensemble flou et multi-
ensemble gr� ce aux fonctions a-coupe et w-coupe, nous apparaît donc fondamental. Il 
assure la coh� rence de la construction mise en place. Un tel sch� ma s'applique � galement 
sur les structures sous-jacentes �  savoir les entiers graduels, les degr� s de v� rit�  et les 
entiers. C' est ce principe qui nous conduit (voir chapitre 5) �  d� finir une relation d' ordre 
entre entiers graduels comme une g� n� ralisation �  la fois d' une implication floue et d' une 
relation d' ordre sur les entiers.  

 
Par ailleurs, l' � mergence du concept d' entier graduel ouvre de nouvelles perspectives 

et permet d'envisager des � largissements �  d'autres structures telles que f ou f  
(l' ensemble des nombres rationnels graduel, pr� sent�  au chapitre 4) qui, comme cela est 
montr�  par la suite, s' av� rent � tre des outils de base pour traiter des probl� mes de 
quantifications absolues ou relatives. 

 

Dans le cadre de l' interrogation flexible, les multi-ensembles flous d� finis sur f 
pourraient notamment avoir des applications pour la prise en compte de requ� tes flexibles 
comportant des id� es d' exigences positives et n� gatives ou de pr� f� rences bipolaires 
exprimant ce qui est plus ou moins ind� sirable ou, au contraire, plus ou moins acceptable 
[Dubois & Prade, 2002]. De telles exigences peuvent � tre d� finies au travers de similarit� s 
par rapport �  des exemples ou des contre-exemples. Il serait ainsi possible de traiter des 
requ� tes du style de trouver les cravates qui sont comme celle-ci mais 
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pas comme celle-l �  o�  celle-ci et celle-l �  d� signent des cravates de r� f� rence. 
Ce th� me m� riterait de plus amples d� veloppements tant th� oriques que pratiques. 

 
 

 
 
 



 

�

�

&KDSLWUH�� �

 
 

1 RP EUHV�UDWLRQQHOV�JUDGXHOV�

 

� �� � ,QWURGXFWLRQ��
 

Le prolongement des ensembles de nombres graduels f et f d� finit l' ensemble des 

nombres rationnels, not�  f. Dans le contexte de l' interrogation flexible, de tels nombres 
sont n� cessaires pour � valuer des indices sur des collections floues, comme une moyenne 
ou des proportions entre cardinalit� s floues afin d' � valuer des quantifications relatives 
sous-jacentes �  des termes linguistiques comme « la plupart » ou « environ la moiti�  ». 
Nos propositions sont bas� es sur l' id� e de d� finir des syst� mes de calculs exacts sur des 
quantit� s rationnelles graduelles puis, en fonction des besoins, d' offrir �  l' utilisateur 
diff� rents r� sum� s des r� sultats exacts (mais graduels) obtenus. Ces r� sum� s sont � valu� s, 
notamment, au moyen d' int� grales pond� r� es par des fonctions transformant des degr� s 
d' appartenance en degr� s d' importance.  

 

Dans ce chapitre nous pr� sentons sommairement comment a � t�  construit f [Rocacher 
& Bosc, 2003b, Rocacher &  Bosc 2005a], l' ensemble des nombres rationnels graduels, 
puis nous illustrons l' int� r� t de ce concept au travers du calcul de quelques indices 
importants. 
 
 

� �� � ' pILQLWLRQ�GH� I�
 

Soit f
 * l' ensemble des � l� ments x de f tel que : " a Î  ]0, 1], xa ¹  0, et · la relation 

d' � quivalence telle que :  

"  (xn, xd) et (yn, yd) Î  f  ́  f
*, [xn, xd] '  [yn, yd] ssi  xn ´  y

d  = yn ´   x
d.  (4.1) 
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L’ ensemble des nombres rationnels graduels, noté f, défini par :  

f = ( f ´  f
*) / ' , (4.2) 

 

est l' ensemble quotient des classes d' � quivalence sur ( f ´  f
*) d� fini par la relation ' . 

Un nombre rationnel flou x est donc une classe d' � quivalence dont une instance peut se 

noter [xn, xd] o�  xn et xd appartiennent respectivement �  f
 et f* (par abus de langage, 

nous � crirons parfois : le nombre rationnel graduel [xn, xd]). Une telle repr� sentation peut 
� galement s' � crire �  l' aide d' entiers positifs graduels :  [(xn+, xn-), (xd+, xd-)]. 

 
L' a-coupe xa d' un nombre rationnel graduel x se d� finit par :   

" a Î  ]0, 1], xa = [xn
a, xd

a] = [(xn+
a, xn-

a), (xd+
a, xd-

a)].  (4.3) 
 

De la distributivit�  de la fonction a-coupe sur l' addition et la multiplication dans f 
d� coule la propri� t�  suivante :  

[xn, xd] '  [yn, yd] ssi  " a Î  ]0, 1],  xn
a ´  yd

a = xd
a ´  yn

a, " a Î  [0, 1].     (4.4) 
 

Comme pour les entiers relatifs graduels, il est possible de représenter un � l� ment de 

f en � num� rant les valeurs associ� es �  ses diff� rentes a-coupes. Ces valeurs 
correspondent �  des nombres rationnels.  

x = å   a / (xn+
a - xn-

a) ¸  (xd+
a - xd-

a).       (4.5) 
 

Lorsque que tous les ratios (xn+
a - xn-

a) ¸  (xd+
a - xd-

a) sont r� duits, x est alors sous une 
forme canonique not� e xc. La forme canonique d'un nombre rationnel graduel est unique 
et compacte, c' est-� -dire qu' elle contient les donn� es n� cessaires et suffisantes pour 
d� crire compl� tement ce nombre. G� n� ralement la forme canonique d' un nombre 
rationnel graduel n' est pas monotone. En outre, une telle repr� sentation s' av� re bien 

adapt� e �  une mise en ú uvre efficace des op� rations sur f en s' appuyant sur les 
diff� rentes a-coupes des op� randes.  
�
 
( [ HP SOH�� �� ��Consid� rons les deux entiers graduels positifs suivants : 

xn = (xn+, xn-) = ({ 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4} , 0) ; 

xd = (xd+, xd-) = ({ 1/0, 1/1, 0.3/2} , 0).  
 

Le couple [(xn+, xn-), (xd+, xd-)] repr� sente un nombre rationnel flou x appartenant �  f. 
Ce nombre peut � tre repr� sent�  de diff� rentes mani� res. Par exemple, le  couple [(yn+, yn-), 
(yd+, yd-)] d� fini par :  

[(yn+, yn-), (yd+, yd-)] = [({ 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4, 0.2/5, 0.2/6} , 0), ({ 1/0, 1/1, 
0.3/2, 0.2/3} , 0)]. 
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est � quivalent �  [(xn+, xn-), (xd+, xd-)] par la relation  ' . La forme canonique de x 
correspond �  l' ensemble flou des formes canoniques de ses diff� rentes a-coupes, on 
obtient :  

xc = { 1/ 1, 0.8/ 2, 0.5/ 3, 0.3/ 3¸ 2, 0.2/ 2} c. ¨  

 

 

� �� � 2 SpUDWLRQV�VXU� I�
 

� �� �� �$ GGLWLRQ�HW�P XOWLSOLFDWLRQ�GDQV� � �
 

Soit (x, y) Î  f ´  f, x et y sont repr� sent� s par des couples d' entiers graduels [xn, xd] 

et [y
n, yd]. L' addition et la multiplication sur f sont d� finies par :  

 

 [xn, xd] + [yn, yd] = [(xn �  yd) + (yn �  x
d ), xd �  yd] ; (4.6) 

 [xn, xd] ´  [yn, yd] = [xn �  yn , xd �  yd]. (4.7) 
 

Le couple [(xn +  yd) ´  (yn +  xd ), xd +  yd], o�  les op� rations +  et ´  sont respectivement 

l' addition et la multiplication sur f, est une instance du nombre rationnel graduel x + y. 
De m� me, [xn �  yn, xd �  yd] est une instance du nombre rationnel graduel x ´  y. On 

retrouve ici un calcul usuel dans , o�  l' addition passe par l' utilisation d' un d� nominateur 
commun.  
 

Du fait des propri� t� s de la fonction a-coupe par rapport aux op� rations sur f et f, 

les op� rations + et ́  sur f respectent la propri� t�  caract� ristique suivante :  

(x # y)a = (xa # ya). (4.8) 
 

Ceci qui permet de d� finir simplement les op� rations sur les rationnels graduels en 
fonction des op� rations sur les rationnels. 
 

L'addition sur f est commutative, associative et poss� de un � l� ment neutre 0
f
 dont 

les instances appartiennent �  la classe [0 f , 1 f]. En effet, pour tout x appartenant �  f, on 
v� rifie que :  

 x +  [0 f, 1 f] = [(xn ´  1 f) +  (0 f ´  xd ), xd ´  1 f] = [xn, xd ] = x. 
  

La multiplication est commutative, associative et poss� de un � l� ment neutre 1 f dont 

les instances appartiennent �  { [a, a] / a Î  f*} . 
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� �� �� �' LYLVLRQ�GDQV� � �
 

Par construction chaque nombre rationnel graduel x = [xn, xd] appartenant �  f
* (d� fini 

par : " x Î  f
*, " a Î  ]0, 1], xa ¹  0) a un inverse, [xd, xn], not�  x-1. Cet inverse v� rifie : 

x ´  x-1 = [xn ´  xd , xd ´  xn]= [1 f, 1 f] = 1 f (´  � tant commutatif).  
 

Dans f, un opérateur de division exacte basé sur le principe d’ extension étendue, est 
défini par :  

x ¸  y = x ´  y-1  (4.9) 
 
dont le résultat correspond à la classe dont une instance est : [xn ´  yd , xd ´  yn]. 
 

Il en découle que la validité de la propriété suivante dans f :  

y × (x ¸  y) = x.  (4.10) 
 

Cette propri� t�  est importante car, dans le cadre de la division de nombres flous 
repr� sentant des quantit� s mal connues, elle n' est pas satisfaite.  
 
 

Exemple 4.2. Consid� rons les deux entiers graduels positifs suivants : 
 

dividende = ({ 1/0, 1/1, 0.8/2, 0.5/3, 0.2/4} , 0) = { 1/1, 0.8/2, 0.4/3, 0/2/4} c 

diviseur = ({ 1/0, 1/1, 0.3/2} , 0) = { 1/1, 0.3/2} c. 

 
La division  dividende ¸  diviseur  peut � tre � valu� e par a-coupes, ce qui conduit au 

r� sultat exact sur f suivant :  

(dividende ¸  diviseur) = { 1/1, 0.8/ 2, 0.5/3, 0.3/ 3¸ 2, 0.2/ 2} c,  
 
repr� sent�  graphiquement par la figure 4.1. 
 

1

0.8

0.5

0.3

0.2

1              2                3               4

dividende

diviseur

dividende ¸  diviseur

 
Figure 4.1. Représentation d’une division exacte sur f ¨  
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Au chapitre 2, nous avons d� fini une division euclidienne graduelle comme une 

approximation par valeur inf� rieure d' une grandeur exacte caract� ris� e par ces a-coupes : 
dividendea / diviseura. Nous venons de voir que cette grandeur n' est en fait que le r� sultat 

de la division exacte dans f des entiers graduels dividende et diviseur. De mani� re 
sym� trique, il est � galement possible de d� finir une approximation par valeur sup� rieure 
de la division exacte.  

 

Enfin, une approximation dans �de cette division exacte peut � tre � valu� e au moyen 
d' une mesure 0  d� finie par une int� grale de Lebesgue : 

),()diviseurdividende()diviseurdividende( 1ii

n

1i
i +

=
a a-a´¸=¸ å0  (4.11) 

o�  les degr� s a i sont ordonn� s de mani� re d� croissante : 1 =  a1 > a2 > ¼  > an-1> an = 0. 
 
Ces diff� rentes approximations sont des vues simplifi� es sur un nombre rationnel graduel 
qui permettent de mieux en appr� hender le sens.  
 
 

Exemple 4.3. En se basant sur les valeurs utilis� es dans l' exemple 4.2, l' esp� rance de 

la division (dividende ¸  diviseur) est une valeur de  obtenue par : 

(1 ± 0.8) ´  1 + (0.8 ± 0.5) ´  2 + (0.5 ± 0.3) ´  3 + (0.3 ± 02) ´  1,5 + 0.2 ´  2 = 1.95. 
 
Trois approximations diff� rentes de la division exacte de dividende par diviseur sont 
repr� sent� es par la figure 4.2.  
 

1

0.8

0.5

0.3

0.2

1              2                3               4

division exacte sur Q f

approximation par valeur
sup� rieure sur N f

approximation sur R
= 1.95

approximation par valeur
 inf� rieure sur N f

 
 

) LJXUH�� �� � ' LIIpUHQWHV�DSSUR[ LPDWLRQV�G¶XQH�GLYLVLRQ�H[ DFWH�VXU� � . ¨  
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� �� � $ SSOLFDWLRQV��
 

La notion de division dans f permet d' � tendre "naturellement" un ensemble de 
mesures ou d' indices faisant intervenir des divisions de cardinalit� s. L' int� r� t de la 
d� marche repose sur le fait que les calculs sont bas� s sur des op� rations produisant des 
r� sultats exacts (sans perte d' information) dont il est ensuite possible de d� livrer 
diff� rentes valeurs approch� es ou r� sum� s.  
�

� �� �� �&DOFXO�G¶XQH�P R\ HQQH�

 
La valeur d' une fonction ensembliste ordinaire f sur un ensemble flou F a � t�  d� finie 

par Dubois et Prade [Dubois &  Prade, 1990] comme un nombre "al� atoire" d� fini par : 

N = { (f(Fai), mF(Fai)) / i = 1, 2, ¼ , n}  
 
o�  les a i sont les degr� s d' appartenance non nuls de F ordonn� s de mani� re d� croissante  
(a1= 1 > a2, ¼  > an > an+1 = 0)  et  mF(Fai) = a i ± a i+1. 

 
La contrepartie scalaire de cette d� finition est l' esp� rance suivante : 

).F(f)())F(f(E
i1i

n

1i
i a+

=
´a-a= å  

 
Ce principe peut � tre appliqu�  pour calculer par exemple la moyenne des salaires des 

employ� s jeunes, il suffit d' appliquer la fonction moyenne sur chacune des a-coupes de 
l' ensemble flou (qui en l' occurrence est un multi-ensemble flou) des salaires des 
employ� s jeunes.  

 
La technique que nous proposons consiste �  d� finir le multi-ensemble flou S des 

salaires des employ� s jeunes puis d' � valuer une moyenne arithm� tique dans f de cette 
collection de salaires. Une telle moyenne est une simple extension du calcul de la 
moyenne usuelle, (i.e. en consid� rant des nombres graduels), ce qui conduit �  : 

).x()x)x((M
n

1i
iSi

n

1i
iS åå

==
W¸´W=  (4.12) 

 

Du fait des propri� t� s alg� briques de f, on constate que la propri� t�  usuelle suivante 
est conserv� e :  

.1)]x()x([
n

1i
iS

n

1i
iS =W¸W åå

==
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Compte tenu des propri� t� s des a-coupes par rapport aux nombres graduels on constate 
que le nombre N obtenu avec une fonction moyenne n' est autre que le nombre graduel M 

obtenu dans le cadre de l' arithm� tique dans f.  
 
 
Exemple 4.4. Reprenons l' exemple num� rique de [Dubois & Prade, 1990] page 148 o�  

le (multi-)ensemble flou S = { 1/8, 0.8/2, 0.8/10, 0.6/60, 0.6/50, 0.5/10}  est consid� r� . Les 
hauteurs relatives entre diff� rentes a-coupes sont  m(S) = { 0.2, 0.2, 0.1, 0.5} . Il en 
d� coule la grandeur N repr� sentant l' application de la fonction `moyenne'  sur S et sa 
valeur scalaire : 

N = { 1/8, 0.8/6.66, 0.6/26, 0.5/23.33}  ; 

E(N) = 0.2 ´  8 + 0.2 ´  6.66 + 0.1 ´  26 + 0.5 ´  23.33 = 17.2. 
 

Examinons maintenant comment l’ arithmétique sur f permet de calculer la moyenne des 
valeurs contenues dans S. La collection S peut s’ écrire à l’ aide de cardinalités floues :  

S = {{1/0, 1/1}* 8, {1/0, 0.8/1}*2, {1/0, 0.8/1, 0.5/2}*10, {1/0, 0.6/1}*60, {1/0, 
0.6/1}*50},  

 
o�  sont mis en � vidence les nombres d' occurrences graduels associ� s aux valeurs 8, 2, ¼ , 
50. Le calcul de la moyenne du multi-ensemble flou de ces valeurs s' obtient en 

consid� rant ces valeurs comme des nombres graduels particuliers et en � tendant, dans f, 
le calcul usuel d' une moyenne pond� r� e, ce qui conduit �  � valuer : 

M = { 1/0, 1/1, ¼ , 1/8, ¼ , 0.8/20, ¼ , 0.6/130, ¼ , 0.5/140}  ¸  { 1/0, 1/1, ¼ ,  

                                                                                                  0.8/3,¼ , 0.6/5, 0.5/6}  

     = { 1/8, 0.8/6.66, 0.6/26, 0.5/23.33} c , 

dont l' approximation dans  est E(N) = 17.2. ¨  
  
 

� �� �� �&DOFXO�G¶LQGLFHV�
 

Les indices d' inclusion ou de similarit�  entre deux ensembles flous A et B sont 
nombreux dans la litt� rature [Bouchon et al., 1996], par exemple : 
 

Indice_inclusion(A, B) = 
A

BA Ç
; 

 

Indice_� galit� (A, B) =
BA

BA

È

Ç
; 

 

Indice_recouvrement(A, B) = 
BA

BA

´

Ç
. 
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Ces d� finitions sont g� n� ralement bas� es sur la cardinalit�  scalaire de type 

"sigmaCount". Il a � t�  mentionn�  au chapitre 2 qu' une telle cardinalit�  scalaire peut � tre 
vue comme une valeur approch� e d' une cardinalit�  qui, elle, est exacte mais graduelle. En 
cons� quence, les indices d� finis ci-dessus sont calcul� s �  partir de valeurs approch� es, ce 
qui peut conduire �  des difficult� s d' interpr� tation.  

 

Dans le cadre de f, il est possible de faire ce calcul de mani� re exacte, sans perte 
d' information. Par exemple, le rationnel graduel correspondant �  un indice d' inclusion 
d� crit pr� cis� ment la proportion des � l� ments de A se trouvant dans B. Il est ensuite 
possible d' interpr� ter ce r� sultat pour en fournir un (ou des) r� sum� (s) en lui appliquant 
une (ou des) mesure(s) sp� cifique(s), comme l' � valuation de la valeur moyenne. 

 
  

Exemple 4.4. Soit les deux ensembles flous suivants : A = { 1/x1, 0.1/x2,¼ , 0.1/x11}  ; B 

= { 1/x1} . En notant |A|  et |A Ç B|  les cardinalit� s scalaires de A et A Ç B,  nous 
obtenons : 

|A|  = 2 ; 

|A Ç B|  = 1 ; 

indice_inclusion(A, B) = 
2
1

. 

Dans le cadre f, nous avons : 

|A| f = { 1/1, 0.1/11} c ; 

|A Ç B| f = { 1/1} c ; 

inclusion_index(A, B) f ={ 1/1, 0.1/1¸ 11} c. 
 

Cet indice d' inclusion est un nombre rationnel dont une approximation dans  est : �

Indice_inclusion(A, B) = (1 -  0.1) ´  1 + (0.1 -  0) ´  0.01 = 0.901.  

 
Cette mesure traduit le fait que tous les � l� ments de degr�  � lev�  de A sont dans B. Les 

� l� ments n' appartenant que faiblement �  A et n' � tant pas dans B ne p� nalisent que 
faiblement cet indice, ce qui n' est pas le cas dans le premier calcul. Quoiqu' il en soit, dans 
indice_inclusion(A, B) f nous disposons de toute l' information relative �  la proportion 
des � l� ments de A se trouvant dans B et nous avons ensuite toute libert�  d' interpr� ter ce 
r� sultat et d' en d� finir diff� rentes mesures, par exemple, en utilisant une mesure Mf 
param� tr� e par une fonction de pond� ration f attribuant des importances plus ou moins 
grandes aux a-coupes. ¨  

 
La proportion des � l� ments d' un ensemble flou A contenu dans un ensemble flou B, est 

aussi appel� e cardinalit�  relative. Deux d� finitions possibiliste et probabiliste de cette 
notion ont � t�  propos� es dans [Delgado et al., 2002]. Ces d� finitions sont bas� es sur des 
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divisions par a-coupes et sont tr� s similaires �  notre approche. Cependant, comme 
expliqu�  en section 2.2.3, c' est l' interpr� tation des r� sultats qui diff� re. En effet, pour 
nous le r� sultat obtenu est graduel et ne recouvre pas d' id� e de m� connaissance ou 
d' incertitude. 

 
 

� �� � %LODQ�
 
L' int� r� t de d� velopper une arithm� tique sur des nombres rationnels graduels est de 

d� finir des calculs exacts sans perte d' information. Il est ensuite possible d' extraire des 
r� sultats ainsi obtenus des r� sum� s adapt� s aux caract� ristiques qu' il est n� cessaire de 
faire ressortir en fonction des besoins. Ce cadre est tr� s général et permet d’intégrer 
différentes propositions mises en évidence par ailleurs.  
 

Ainsi, f permet de définir un cadre fondé pour calculer des indices de propriétés 
relatives aux ensembles flous se basant sur des cardinalités. De plus, ces mesures peuvent 
aisément se généraliser aux multi-ensembles flous. Ceci provient du fait que la cardinalité 
d’ un ensemble, d’ un multi-ensemble ou d’ un multi-ensemble flou est un nombre graduel 
correspondant à la somme des nombres d’ occurrences de leurs éléments respectifs. Dés 
lors, il est tout à fait possible de définir des indices génériques applicables sur ces 
différentes structures.  

 
La suite naturelle de cette étude est la définition de l’ ensemble des réels graduels, qui 

pourrait être noté f. Un réel graduel pourrait être vu comme une généralisation des réels 
avec une construction basée sur les notions de coupes de Dedekind ou de suites de 
Cauchy. Cette étude reste à mener. Par le passé, les mathématiciens du flou ont introduit 
la notion de nombre réel flou sous la forme de fonctions décroissantes des réels sur 
l’ intervalle [0, 1] ou de fonctions de distribution de probabilité [Lowen, 1984 ; Höhle, 
1987]. Récemment, dans [Fortin et al., 2004], une approche des intervalles flous se basant 
sur une notion de "fronts" a été proposée. Un intervalle flou y est caractérisé à l’ aide d’ un 

couple de fronts, un front étant une fonction de  dans [0, 1] qui n’ est pas forcément 
monotone. Un tel front est en fait de la même nature que les nombres graduels que nous 

avons présentés (mais il est défini sur � . Cette notion spécifique d’ élément flou, 
englobant une idée de gradualité à l’ exclusion de toute imprécision, a été poursuivie et 
mise en évidence dans [Dubois & Prade, 2005].  
 
 
 





 

�

�

&KDSLWUH�� ��

 

5 HODWLRQV�G¶RUGUH�VXU�GHV�TXDQWLWpV�JUDGXHOOHV��

 
 

� �� � ,QWURGXFWLRQ��
 
Ce chapitre porte sur la comparaison de quantit� s graduelles, th� me qui a � t�  d� velopp�  

dans [Rocacher & Bosc, 2004] et [Rocacher et al., 2005]. Notre objectif est d' � valuer des 
conditions flexibles telles que : environ deux employ� s jeunes sont bien pay� s ou la 
plupart des employ� s jeunes sont bien pay� s qui comportent respectivement un 
quantificateur absolu (environ deux) et un quantificateur relatif (la plupart). Le premier 
crit� re consiste �  comparer, au moyen d' une � galit�  floue (environ), la cardinalit�  des 
employ� s jeunes avec la quantit�  deux. Le second crit� re est d' autant plus satisfait que la 
proportion du nombre d' employ� s jeunes et bien pay� s sur le nombre d' employ� s jeunes 
est proche de un. L' � valuation de ce type de pr� dicat complexe a d� j�  � t�  longuement 
� tudi� e, notamment dans le cadre du projet Badins avec la th� se de Li� tard [Li� tard, 
1995]. Pour � valuer ces conditions nous apportons un point de vue nouveau en nous 
pla� ant dans le cadre g� n� ral des nombres rationnels graduels. Dans ce contexte, il est 
alors n� cessaire de d� finir des relations d' ordre sur des quantit� s graduelles et d' examiner 
comment composer des crit� res comportant de telles comparaisons.  

 
Comme les repr� sentations des nombres entiers ou rationnels graduels ont plusieurs 

formes � quivalentes, leurs comparaisons peuvent poser quelques difficult� s. Ce probl� me 
est trait�  en op� rant sur des repr� sentations canoniques qui sont uniques. Par ailleurs, 

puisque f est inclus dans f, qui lui-m� me est un sous-ensemble de f, les relations 
d' ordre sur les rationnels flous sont � galement des relations d' ordre sur les entiers flous. 

L' � tude porte donc sur la d� finition de relations d' ordre dans f. 
 
Une relation d' ordre partielle bool� enne entre deux rationnels graduels est d� finie par :  

"  (x, y) Î  f
 ,  x ³  y ssi  (xc -  yc) Î  f

 +,  (5.1) 
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o�  -  est la diff� rence sur f, et f
+ est l' ensemble des rationnels graduels dont toutes les 

a-coupes sont positives ou nulles. Cette relation d' ordre est partielle car il suffit que la 
propri� t�   xc

a -  yc
a ³  0  ne soit pas satisfaite pour une coupe a,  pour que x et y ne soient 

pas comparables au sens de la relation ³  (m� me si a est faible). 
 
La comparaison de nombres graduels pose trois probl� mes. Le premier consiste �  

d� finir comment une relation d' ordre stricte �  valeur bool� enne peut � tre � tendue en une 
relation d' ordre graduelle (i.e. �  valeur dans [0, 1]), prenant en consid� ration la 
s� mantique plus il y a d’a-coupes de niveau � lev�  satisfaisant la propri� t�   xc

a -  yc
a ³  0, 

plus, globalement, x est plus grand que y. Cette s� mantique traduit le fait que plus les 
donn� es x et y �  comparer sont satisfaisantes par rapport aux pr� dicats graduels dont elles 
sont issues, plus elles sont significatives et plus il est important qu' elles respectent la 
relation d' ordre. Le second probl� me porte sur la d� finition de relations d' ordre plus 
flexibles (ou tol� rantes) permettant �  certaines a-coupes d' enfreindre, quelque peu, la 
relation d' ordre. Enfin, ayant d� fini des op� rateurs de comparaisons � l� mentaires, il 
convient de pouvoir composer des crit� res portant sur des relations d' ordre graduelles afin 
de construire des pr� dicats complexes. Ces trois aspects sont trait� s dans les sections qui 
suivent. 

 
 

� �� � 5 HODWLRQ�G¶RUGUH�JUDGXHOOH��
 

� �� �� � 6DWLVIDFWLRQ�JOREDOH��
 

Le principe de la comparaison des deux nombres graduels x et y repose sur une 
� valuation de leur diff� rence  D = xc ± yc. Lorsque la comparaison est stricte, si toutes les 
a-coupes sont positives ou nulles, alors  x ³  y  est vrai. Afin d' obtenir une comparaison 
plus nuanc� e, il convient d' � tablir un bilan des satisfactions, a-coupe par a-coupe, de la 
condition : Da ³  0. Un tel r� sultat est un ensemble S dont la fonction caract� ristique de   
[0, 1] dans [0, 1] se d� finit par :  

mS(a) = 0 Û  (Da < 0) ; mS(a) = 1 Û  (Da ³  0).  (5.2) 
 
Cet ensemble S, que nous appelons satisfaction globale, peut � tre vu comme une valeur 

de v� rit�  g� n� ralis� e d� crivant de mani� re exacte de quelle mani� re la condition  Da ³  0  
est satisfaite pour chaque a-coupe.  

 
 
( [ HP SOH�� �� � Soit les deux entiers graduels x et y suivants :  

x = { 1/0, 0.8/1, 0.5/2}  ; y = { 1/0, 0.9/1, 0.4/2} . 
 

Leur diff� rence  D = x -  y  s' exprime sous une forme canonique par : 

x -  y = { 1/0, 0.9/-1, 0.8/0, 0.5/1, 0.4/0} c  
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et se repr� sente graphiquement par : 
 

?  

1 
 
0.9 
 
0.8 

 
0.5 
 
0.4 
 
 

      -1            0              1               2                3               
4 

  y 
D = x -  y  

x  

a 

 

) LJXUH�� ��  5HSUpVHQWDWLRQ�JUDSKLTXH�GH�GHX[ �HQWLHUV�JUDGXHOV�HW�GH�OHXU�GLIIpUHQFH�

La satisfaction globale de la propriété  x ³  y, établissant un bilan a-coupe par a-coupe de 
la satisfaction de  xa -  ya ³  0, se schématise par la figure 5.2.  

 0                    0.8    0.9     1 a

1

0

mS(a)

 
) LJXUH�� ��   6DWLVIDFWLRQ�JOREDOH�6�GH�D�³ �E��¨  

 
 

� �� �� � MHVXUHV�GH�OD�VDWLVIDFWLRQ�JOREDOH�G¶XQH�UHODWLRQ�G¶RUGUH�JUDGXHOOH�

 
La question qui se pose maintenant est de r� sumer une satisfaction globale par un degr�  

entre 0 et 1, c' est-� -dire de trouver une mesure 0  traduisant la s� mantique : si x et y 

appartiennent à f, plus il y a un grand nombre d’a-coupes de niveau � lev�  satisfaisant 
la propri� t�   xa -  ya ³  0, plus, globalement,  x ³  y  est satisfait. Une telle mesure d� finit 
une relation d' ordre graduelle, not� e ³ g : (x ³ g y) = 0 (S), qui doit respecter un certain 
nombre de propri� t� s que nous analysons ci-dessous.  

 
Propr iété 1. Lorsque x et y sont tels que la propri� t�   xc

a -  yc
a ³  0  est satisfaite pour 

tout a, la relation d' ordre est enti� rement satisfaite. La satisfaction globale de la propri� t�  
x ³ g y  est l' ensemble flou S1 tel que :  "  a Î  ]0, 1], mS1(a) = 1. La mesure 0  de cet 
ensemble, qui � value la satisfaction du pr� dicat graduel  (x ³ g y), vaut 1. 
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Propr i� t�  2. Lorsque aucune a-coupe ne satisfait la relation d’ ordre, l’ ensemble flou 
représentant la satisfaction globale est  S0 = Æ ("  a  Î  ]0, 1], mS(a) = 0)  et sa mesure M 
vaut 0. 

 
Propriété 3. Lorsque x et y sont tels que seules les a-coupes entre 0 et un seuil t 

satisfont la propri� t�   xc
a - yc

a ³  0, la satisfaction globale est l' ensemble flou St tel que : 
mSt(a) = 1 si  a Î  ]0, t], mSt(a) = 0 sinon. La mesure 0  de St vaut alors t. Elle exprime que 
le pr� dicat est compl� tement satisfait jusqu' au degr�  t.  

 
Propr i� t�  4. Lorsque deux satisfactions globales S2 et S3 ont le m� me nombre d' a-

coupes satisfaites, la mesure de S3 est sup� rieure �  celle de S2, si S3 contient un plus grand 
nombre d' a-coupes de haut niveau satisfaites que S2.   

 
Propr i� t�  5. Si S4 (respectivement S5) est l' ensemble flou repr� sentant la satisfaction 

globale de la propri� t�   x4 ³  y4  (respectivement  x5 ³  y5) et que l' ensemble flou S4 est 
inclus dans S5, alors un plus grand nombre d' a-coupes de S5 satisfont la relation d' ordre 
et, dans ce cas,  0 (S4) £  0 (S5).   

 
Diff� rentes mesures M prenant en compte tout ou partie des propri� t� s pr� c� demment 

� nonc� es peuvent � tre envisag� es.  
 
La mesure M1 d� finie comme l' int� grale de la fonction caract� ristique mS(a) de 

l' ensemble flou des satisfactions par a-coupes :  

ò aam= 1

0 S d)()S(�0                   (5.3) 

 
satisfait les propri� t� s 1, 2, 3 et 5 mais ne tient pas compte du niveau des a-coupes 
satisfaisantes. Pour que la propri� t�  4 soit satisfaite il faut pond� rer mS(a) par une fonction 
croissante, par exemple  p a

p-1 :  

ò aaam= -1

0
1p

S dp)()S(�0
 . (5.4) 

 
Dans ce cas, les propri� t� s 1, 2, 4, 5 sont satisfaites mais la propri� t�  3 ne l' est plus. En 
effet, si la satisfaction globale est l' ensemble flou S tel que  "  a Î  ]0, t], mS(a) = 1 et "  a 

Î  ]t, 1], mS(a) = 0, alors .t)S( p=�0
 On satisfait la propri� t�  3 en appliquant une 

mesure normalis� e Mp d� finie par : 

.)dp)(()S(
p/1t

0
1p

Sò aaam= -�0  (5.5) 

 
Avec une telle mesure les propri� t� s 1 �  5 sont toutes satisfaites. 
 

Exemple 5.2. L' utilisation de quantit� s graduelles et de relations d' ordre sur ces 
quantit� s, facilite le traitement de requ� tes flexibles comportant des pr� dicats sur des 
cardinalit� s d' ensembles flous. Par exemple, dans la requ� te : trouver les 
ent r epr i ses dont  l e nombr e des empl oy� s j eunes est  sup� r i eur  �  
cel ui  des empl oy� s pr oches de l a r et r ai t e, il convient de comparer la 
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cardinalit�  floue de l' ensemble flou des employ� s jeunes �  celle des employ� s proches de 
la retraite.  
 
La m� thode propos� e s'articule autour de la d� termination d' une satisfaction globale (ou 
valeur de v� rit�  g� n� ralis� e) � tablissant un bilan a-coupe par a-coupe de cette 
comparaison. Par la suite, une valeur approch� e dans [0, 1] (ou r� sum� ) en est extraite en 
� valuant un calcul de moyenne sur les r� sultats par a-coupe. Diff� rentes valeurs 
approch� es peuvent ainsi � tre calcul� es en fonction des importances (pond� rations) 
attribu� es aux a-coupes. ¨  
 
 

� �� �� � * pQpUDOLVDWLRQ�G¶XQH�LP SOLFDWLRQ�IORXH�
 
Les mesures Mp � valuant la satisfaction de la relation d' ordre graduelle  ³ g  poss� dent 

la particularit�  de g� n� raliser les implications floues qui, elles-mêmes, généralisent la 
notion d’ implication usuelle en satisfaisant un certain nombre d’ axiomes comme la 
monotonie décroissante (respectivement croissante) par rapport au premier 
(respectivement second) argument, (0 Þ f a) = 1, (1 Þ f 1) = 1 ou (1 Þ f a) = a. En effet, 
une telle implication floue généralisée se réduit à une implication floue dans le cas 
particulier où les nombres graduels considérés représentent des degrés (un entier flou peut 
être vu comme un degré a  lorsqu’ il prend la forme particulière {1/0, a/1}). Afin de bien 
faire comprendre cette propriété, développons cet aspect en évaluant la condition  {1/0, 
a/1} £ {1/0, b/1}  et en vérifiant la compatibilité du résultat avec une implication floue  a 
Þ f b.  

 
Si a £ b, D (= b – a) est l’ entier relatif flou noté en représentation canonique : {1/0, b/1, 

a/0}c. Toutes ses coupes appartiennent à +, on en déduit que la mesure de la satisfaction 
globale du prédicat  D ³  0  est 1, ce qui est cohérent avec l’ évaluation de  a Þ f b.  

 
Si a > b, D est l’ entier relatif flou dont la représentation canonique est {1/0, a/-1, b/0}c. 

La satisfaction globale de  {1/0, a/1} £ {1/0, b/1}  peut se représenter graphiquement par 
l’ ensemble flou S de la figure 5.4. 

 
 

 0      b   a    1  

mS(a) 

1 

 
) LJXUH�� ��   6DWLVIDFWLRQ�JOREDOH�GH�D�Þ � ��E 

La mesure  M1(S) = 1 – a + b  est homogène avec le résultat obtenu par l’ évaluation de 
a Þ f b, avec Þ f l’ implication floue de Lukasiewicz. La mesure  M2(S) = (1 – a

2
 + b

2
)
1/2

  



72                                                           5. Relations d' ordre sur des quantit� s graduelles 

est, quant �  elle, homog� ne avec l' implication dite quadratique, variante de l' implication 
de Lukasiewicz. De fa� on plus g� n� rale, ces implications font partie de la famille des R-
implications de Schweizer-Sklar d� finie par (1 -  a

p
 + b

p
)
1/p

 quand a > b, 1 sinon 
[Schweizer, 1963]. Dans le cas limite de p tendant vers +¥ , on retrouve l' implication de 
Godël ; quand p tend vers 0, on retrouve l' implication dite de Goguen [Whalen, 2003].  

 
La m� thode que nous avons pr� sent� e permet de retrouver ces r� sultats et en propose 

une s� mantique bas� e sur la `defuzzication'  d' une valeur de v� rit�  graduelle au moyen 
d' une int� grale pond� r� e par la fonction  p a

p-1
, ce qui � tablit la mesure Mp’  dont le 

r� sultat est ensuite normalis�  en  Mp = (Mp’ )
1/p

  afin de satisfaire la propri� t�  3. Cette 
derni� re propri� t�  correspond, en fait, �  l' axiome des implications : (1Þ f b) = b.  

 
De plus, on note que ces r� sultats se g� n� ralisent en consid� rant que les R-implications 

peuvent s' exprimer au moyen d' une bijection g� n� ratrice croissante j  de [0, 1] dans [0, 1] 
combin� e avec l' implication de Lukasiewicz [Smets, 1987] : 

a Þ f b = j - 1 (min(1 ± j  (a) + j  (b)),   a, b Î  [0, 1], (5.6) 
 
o�  j - 1 est la fonction pseudo-inverse de j  (voir au chapitre 2 la d� finition d' une norme 
archim� dienne). Dans notre approche, la d� riv� e de j  correspond �  la fonction de 
pond� ration utilis� e dans la `defuzzification'  d' une satisfaction globale.  
 
 

� �� � 5 HODWLRQ�G¶RUGUH�JUDGXHOOH�WROpUDQWH��
 

La relation d' ordre ³ g entre quantit� s graduelles, d� finie en section 5.2, est bas� e sur 
une relation d' ordre stricte, cependant son r� sultat est graduel (i.e. �  valeur dans [0, 1]). 
Une extension de cette relation d' ordre stricte �  r� sultat graduel conduit �  d� finir une 
relation d' ordre graduelle tol� rante consistant en une relaxation floue de la relation 
d' ordre graduelle ³ g. Il s' agit de comparer deux quantit� s graduelles x et y en introduisant 
une id� e de tol� rance floue dans l' � valuation des � carts  Da = xa -  ya. Nous qualifions 
cette relation d' ordre de graduelle tol� rante, not� e : x ³ gT y.  

 
L' objectif est d' autoriser, dans une certaine mesure, des � carts Da l� g� rement n� gatifs 

pour certaines a-coupes. La relation d' ordre graduelle tol� rante ainsi construite est alors 
mieux satisfaite que la relation d' ordre graduelle qu' elle relaxe. Cette tol� rance peut 
s' exprimer au moyen d'un ensemble flou T, par exemple l' ensemble flou "au moins 0" 
suivant : 
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Da  

1 
 
 
 
 
0.5 
 
 
 

  -2        -1          0          1          2         3                      

mT(Da ) 

 
) LJXUH�� ��  3UpGLFDW�� DX�PRLQV�� � �DYHF�WROpUDQFH 

 
 
Alors que dans le cas de la relation graduelle ³ g la satisfaction de chaque Da � tait soit 0, 

soit 1, celle-ci est maintenant comprise entre 0 et 1, compte tenu de la tol� rance T. Pour 
les quantit� s graduelles d� crites par la figure 5.1 et la tol� rance T d� crite par la figure 5.5, 
la satisfaction globale S0T, est d� finie par  mS0T(a) = mT(Da), elle est  graphiquement 
repr� sent� e par la figure 5.6. 

 0                    0.8   0.9  1 a

mS0T(a)

 0.5

 
) LJXUH�� ��  6� � �OD�VDWLVIDFWLRQ�JOREDOH�GH��[ �³ ��� �\  

 
 
La satisfaction globale relative �  une relation graduelle tol� rante est donc un ensemble 

flou qui peut � tre vu comme une valeur de v� rit�  graduelle g� n� ralis� e.  
 
La m� thode pr� sent� e dans la section pr� c� dente afin de r� sumer une valeur de v� rit�  

g� n� ralis� e et obtenir un r� sultat �  valeur dans [0, 1], peut � tre appliqu� e. Ainsi, �  partir 
d' une satisfaction globale, plusieurs mesures Mp attribuant des niveaux d' importance 
sp� cifiques aux diff� rentes a-coupes peuvent � tre mises en ú uvre au moyen d' int� grales 
pond� r� es.  

 
 
Exemple 5.3. La requ� te : trouver les entreprises dont la plupart des 

empl oy� s j eunes sont  bi en pay� s  se traite en � valuant la proportion du nombre 
d' employ� s jeunes et bien pay� s  par rapport au nombre d' employ� s jeunes. Plus ce 
rapport est proche de 1, plus la plupart des employ� s jeunes sont bien pay� s. Quand le 
rapport vaut 1, tous les employ� s jeunes sont bien pay� s.  

 

Ce rapport est � valu�  dans f. Le quotient obtenu est ensuite compar�  �  1 en 
introduisant une tol� rance, c' est-� -dire que la diff� rence  D = quotient ± 1  est filtr� e par 
un pr� dicat flou "proche par valeur inf� rieure" pr� alablement sp� cifi� , comme : 
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1 
 
 
 
 
0.43 

 
0.17 
 

      1                 -0.6  -0.5   -0.44            0  

) LJXUH�� ��  7ROpUDQFH�³ SURFKH�SDU�YDOHXU�LQIpULHXUH́  
 
Si la cardinalit�  de l' ensemble flou des employ� s jeunes est { 1/2, 0.4/3, 0.1/4} c, le 

rapport du nombre d' employ� s j eunes et  bi en pay� s sur le nombre d' employ� s 
jeunes est le nombre rationnel graduel repr� sent�  sous forme compacte par : { 1/1:2, 
0.4/2:3, 0.2/1} c. De la comparaison de ce rapport �  la quantit�  1, compte tenu de la 
tol� rance d� crite par la figure 5.7, il d� coule une satisfaction globale S repr� sent� e 
graphiquement par : 

a

1

0.43

0.17

  0        0.2       0.4                            1

mS(a )

 

) LJXUH�� ��  6DWLVIDFWLRQ�GĤ � �� � � ��� �� �� � � ��� �� �� ` � �µSURFKH�GH¶��   
 
Cette satisfaction globale peut � tre r� sum� e au moyen d' une mesure param� tr� e par un 

entier positif  p :  

.)dp)(()S( p/11

0
1p

Sò aaam= -�0 ¨  

 
 

� �� � &RP SRVLWLRQV�GH�SUpGLFDWV�VXU�GHV�TXDQWLWpV�JUDGXHOOHV��
 

Nous analysons dans cette section comment des pr� dicats comportant des relations 
d' ordre entre quantit� s floues peuvent � tre compos� s. Nous examinons tout d' abord la 
signification d' une valeur de v� rit�  issue d' un pr� dicat flou au moyen d' une mesure d' une 
satisfaction globale. Puis, en suivant cette approche, nous � tudions la signification des 
op� rateurs de n� gation, conjonction et disjonction. Ceci conduit �  les g� n� raliser afin de 
pouvoir composer des satisfactions globales issues de relations d' ordre graduelles 
(� ventuellement tol� rantes) sur des quantit� s floues.  
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� �� �� � ' HJUp�HW�VDWLVIDFWLRQ�JOREDOH�
 

Soit a un degr�  de satisfaction compris entre 0 et 1. Conform� ment �  l' expression       
(1 Þ f a) = a, ce degr�  peut s' interpr� ter comme une mesure �0  de la satisfaction globale 

Sa repr� sent� e par un ensemble flou sur [0, 1] tel que : mSa(a) = 1 si a Î  ]0, a] ; mSa(a) = 0 
sinon. La figure 5.9 en est une repr� sentation graphique. 

 0          a         1
a

1

0

Mp(Sa)

Sa

 

) LJXUH�� ��   ' HJUp�LQWHUSUpWp�FRPPH�XQH�PHVXUH�GH�VDWLVIDFWLRQ�JOREDOH 
 

La mesure �0  de l' ensemble flou Sa s' exprime par : 

[ ] ,a])[(]dp)([)S(
a

0
p/1pp/11

0
1p

Sa )x(C
=a=aaam= ò

- 0  (5.7) 

 
ce qui est conforme �  la propri� t�  3 d� finie en section 5.2.2. 

 
D' une mani� re g� n� rale, la satisfaction globale S, correspondant �  la comparaison 

graduelle tol� rante de deux nombres graduels, n' est pas un ensemble flou convexe et peut 
prendre une forme quelconque S, comme l' illustre la figure 5.10. Dans ce cas, la mesure 

�0  d� finie ci-dessus est � galement applicable �  S.  

 0 a1 a2 a3   a4   1    1               a

1

0

Mp(S)

mS(a)

 

) LJXUH�� �� �  0 HVXUH�G¶XQH�VDWLVIDFWLRQ�JOREDOH�6�DX�PR\ HQ�G¶XQH�LQWpJUDOH 
 
En notant a i les diff� rents a caract� risant S tels que : a0 = 0 £ a1 £ a2 £ ¼  £ an =1, 
!0  se d� finit par : 

.))(()S(
p/1n

1i

p
1i

p
iiS

þ
ý
ü

î
í
ì a-aam= å

=
-

"0  (5.8) 

 
Ainsi, de m� me que la notion d' entier flou g� n� ralise la notion d' entier, il est possible 

de voir une satisfaction globale S comme une g� n� ralisation de la notion de degr� . Un 
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degr�  `a'  n' est qu' une satisfaction globale particuli� re (cf. figure 5.10) dont la mesure 
#0 vaut ̀ a' .  

 

� �� �� � 1 pJDWLRQ��
 

La n� gation d' un degr�  `a'  peut se d� finir �  l' aide d' une implication floue par : a Þ f 0. 
Ainsi la n� gation de `a'  s' interpr� te comme une mesure Mp de la satisfaction globale aS  
repr� sent� e par l' ensemble flou sur [0, 1] tel que : )(

aS am  = 0 si a Î  ]0, a] ; )(
aS am  = 1 

sinon. La figure 5.11 en est une repr� sentation graphique. 

 0          a       1 a

1

0

Mp(Sa)

 

) LJXUH�� �� �  1pJDWLRQ�GX�GHJUp�µD¶�YXH�FRPPH�XQH�LQWpJUDOH. 
 

La mesure Mp de aS  s' exprime au moyen d' une int� grale par :  

p/1pp/11

0
1p

Sa ]a1[]dp)([)S(
a

-=aaam= ò -$0 . (5.9) 

 
En g� n� ralisant, la n� gation de la mesure d' une satisfaction globale S de forme 

quelconque s' � value en mesurant la satisfaction globale de S. La figure 5.12 illustre cette 
interpr� tation de la n� gation �  l' aide d' une int� grale.  

mS(a)

0 a1 a2 a3   a4      1 a

1

0

Mp(S)

 

) LJXUH�� �� �  * pQpUDOLVDWLRQ�GH�OD�QpJDWLRQ. 
 

Lorsque le compl� ment d' un ensemble flou est bas�  sur la compl� mentation standard  
(

aSm (a) = 1 -  mSa(a)), cette mesure s' � crit : 

p/1n

1i

p
1i

p
iiS )))((1()S(

þ
ý
ü

î
í
ì a-aam-= å

=
-

%0 . (5.10) 
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� �� �� � ' LVMRQFWLRQ�
 

Nous examinons dans cette sous-section comment interpr� ter une t-conorme via une 
mesure de satisfaction globale et comment g� n� raliser cet op� rateur.  

 
La t-conorme max est la plus petite des t-conormes. Consid� rons deux degr� s de 

satisfaction a et b, avec a ³  b. Ces degr� s peuvent � tre respectivement repr� sent� s par les 
satisfactions globales Sa et Sb. La t-conorme standard max(a, b) est alors repr� sent� e par la 
satisfaction globale Sa È  Sb dont la mesure &0  est `a' . Une telle mesure � value le nombre 

d'a-coupes satisfaites dans Sa ou dans Sb.  
 
Les t-conormes strictement monotones distinguent par exemple Ú(0.8, 0.6) 

de Ú(0.8, 0.2) en "favorisant" la premi� re proposition par rapport �  la seconde, cette 
derni� re � tant elle-m� me plus grande que max(0.8, 0.2). De m� me, il est possible de 
d� finir des mesures de Sa È Sb bas� es sur une notion d' int� grale et traduisant cette 
s� mantique g� n� rale des t-conormes. Pour cela, il suffit de tenir compte positivement des 
a satisfaits dans Sa ou dans Sb auquel on ajoute un "bonus" en tenant compte des a 
satisfaits �  la fois dans Sa et dans Sb. On note *'0  ces mesures de Sa È  Sb. La figure 5.13 
illustre graphiquement cette interpr� tation des t-conormes en terme d' int� grales lorsque 
des degr� s a, b ou c sont repr� sent� s par des satisfactions globales Sa, Sb et Sc. 

 

 

 0   b        a      1          0       c      a        1  

1  

£  
+  
+  

+  

S a S b  S c S a 

 

) LJXUH�� �� �   ,QWHUSUpWDWLRQ�GH�FRQRUPHV�j �O¶DLGH�G¶LQWpJUDOHV�

�
Ainsi dans le cas particulier de satisfactions globales Sa et Sb repr� sentant des degr� s, la 

mesure *'0  de la satisfaction Sa È Sb s' exprime par : 

*(0 (Sa È  Sb) = min( 1, (a
p
 + b

p
)
1/p

)  (5.11) 
 
qui est l' expression g� n� rale d' une conorme en utilisant un g� n� rateur croissant de la 
forme x

p
 (p ³  0).  

 
Une g� n� ralisation est obtenue en consid� rant des satisfactions globales quelconques. 
*)0 ( Sa È Sb) se d� finit encore en tenant compte des a satisfaits dans Sa ou dans Sb et des 

a satisfaits �  la fois dans Sa et dans Sb (figure 5.14). 
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) LJXUH�� �� �   * pQpUDOLVDWLRQ�G¶XQH�W�FRQRUPH�j �O¶DLGH�G¶XQH�LQWpJUDOH 
 
Ce comportement se traduit formellement par : 

[ ] [ ]{ } )dp)(dp)(,1min()SS(
p/11

0
1p

SS
1

0
1p

SSba
*

baba òò aaam+aaam=È -
Ç

-
È*0      (5.12) 

 
En d� finissant la t-conorme Ú(x, y) par min (1, (xp + yp)1/p), on en d� duit :  

.)SS()SS()SS( bababa
* ÈÚÇ=È +++ 000                       (5.13) 

 
Par ailleurs, en choisissant une intersection standard  (mSaÇSb(a) = min(mSa(a), mSb(a)))  

et l' union standard  (mSaÈSb(a) = max(mSa(a), mSb(a)))  pour combiner deux satisfactions 
globales Sa et Sb, l' expression (5.13) se r� duit �  : 

{ } ).dp))()((,1min()SS( p/11

0
1p

SSba
*

baò aaam+am=È -,0  

 
Dans ce contexte, on obtient la propri� t�  : 

).S()S()SS( baba
* --- 000 Ú=È  (5.14)�

�
On montre de cette mani� re que si la notion de satisfaction globale peut � tre interpr� t� e 

comme une g� n� ralisation de la notion de degr� , il est � galement possible de combiner des 
satisfactions globales au moyen de l' union : Sa È Sb. Une mesure .0 (Sa È Sb) g� n� ralise 

la plus petite conorme (max) et une mesure */0 (Sa È Sb) g� n� ralise une t-conorme. 
 

� �� �� � &RQMRQFWLRQ��
�

Le raisonnement suivi pour interpr� ter une norme �  l' aide d' une int� grale et g� n� raliser 
cette notion par rapport �  des satisfactions globales, est analogue �  celui d� velopp�  en 
section 5.4.3 et nous n' en mentionnons ici que les points principaux.  

 
Les t-normes strictement monotones permettent de distinguer Ù(0.5, 1) de Ù(0.5, 0.8) 

en "p� nalisant" la seconde proposition par rapport �  la premi� re. De m� me, il est possible 
de d� finir des mesures *00  de Sa Ç Sb traduisant une telle s� mantique. Ces mesures 
comptent positivement les a-coupes satisfaites �  la fois dans Sa et dans Sb et n� gativement 
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les a-coupes satisfaites ni dans Sa et ni dans Sb, ces derni� res introduisant une p� nalit� . La 
figure 5.15 illustre graphiquement cette interpr� tation.   

 0      a    b      1         0      a             c = 1 

1 

£ + -
Ù 

 

) LJXUH�� �� �  ,QWHUSUpWDWLRQ�GH�W�QRUPHV�HQ�WHUPHV�G¶LQWpJUDOHV 
 
Dans le cas particulier la mesure *10  de la satisfaction Sa Ç Sb s' exprime par : 

*20 (Sa Ç Sb) = max(0, (ap – ( 1 – bp))1/p) = max(0, (ap + bp –  1)1/p) (5.14) 
 
qui est l’ expression d’ une t-norme archimédienne obtenue en utilisant un générateur 
croissant de la forme  x

p
 (p³ 0).  

 
La généralisation de la mesure *30  de Sa Ç Sb, lorsque Sa et Sb sont des satisfactions 

globales quelconques, est schématisée par la figure 5.16. Elle évalue de façon positive les 
parties communes de Sa et Sb et de façon négative les parties non couvertes par Sa et Sb.  

 0                        1

1
Sa Sb

a

+

 

) LJXUH�� �� �  * pQpUDOLVDWLRQ�G¶XQH�W�QRUPH�j �O¶DLGH�G¶XQH�LQWpJUDOH 
 
L’ expression suivante traduit un tel comportement : 

[ ] [ ]{ } ).dp)(dp)(,0max()SS(
p/11

0
1p

SS
1

0
1p

SSba
*

baba òò aaam-aaam=Ç -
È

-
Ç40  (5.15) 

 
Dans le cas où le complément d’ un ensemble flou est basé sur la complémentation 

standard  (
aS

m (a) = 1 – mSa(a))  et où  Ù(x, y) = max(0, (xp + yp –  1)1/p), on déduit de 

l’ expression 5.15 la propriété :  

.)SS()SS()SS( bababa
* ÈÙÇ=Ç 555 000  (5.15) 
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Par ailleurs, en choisissant une intersection standard  mSaÇSb(a) = min(mSa(a), mSb(a))  
et l' union standard  (mSaÈSb(a) = max(mSa(a), mSb(a)))  pour combiner deux satisfactions 
globales Sa et Sb, nous d� duisons la propri� t�  : 

).S()S()SS( baba
* 666 000 Ù=Ç  (5.17) 

 
Ainsi une mesure 70 (Sa Ç Sb) g� n� ralise la plus grande des normes (min) et une 

mesure *80 (Sa È Sb)  g� n� ralise une t-norme.  
�

� �� �� � $ �SURSRV�GH�O¶DGGLWLYLWp�G¶XQH�P HVXUH�GH�VDWLVIDFWLRQ�JOREDOH��
�

Dans les sous-sections qui pr� c� dent nous avons montr�  que les t-normes et les t-
conormes peuvent � tre interpr� t� es comme des mesures d' une intersection ou d' une union 
de satisfactions globales. Ces mesures tiennent compte d' un comptage des a satisfaits 
dans Sa È Sb et des a satisfaits dans Sa Ç Sb. Elles se d� finissent par : 

).SS()SS()SS(

;)SS()SS()SS(

bababa
*

bababa
*

ÇÙÈ=È

ÇÚÈ=È

999
999

000

000
  

 
Lorsque les mesures *:0  sont fortement coh� rentes, c' est-� -dire que :  

±  chacune des mesures ;0  appliqu� es s' appuie sur la m� me interpr� tation 

concernant l' importance attribu� e aux a-coupes. Toutes les mesures <0  sont 

donc bas� es sur le m� me param� tre  p ;  

±  les t-norme (Ù) et t-conorme (Ú) sont param� tr� es par  p ;  
 

ces mesures v� rifient les propri� t� s : 

)S()S()SS( baba
* === 000 Ù=Ç  ; 

).S()S()SS( baba
* >>> 000 Ú=È   

 
En cons� quence, si Sa et Sb sont compl� mentaires, c' est-� -dire que  ba SS È = S1 ("  a 

Î  ]0, 1], mS1(a) = 1), on obtient :  

).S()S()SS( baba ??? 000 Ú=È  (5.18) 

 
De m� me, si Sa et Sb sont disjoints, on obtient : 

).S()S()SS( baba @@@ 000 Ù=Ç  (5.19) 
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� �� �� � 3UpGLFDWV�FRP SRVpV�VXU�GHV�TXDQWLWpV�IORXHV���LOOXVWUDWLRQ�
 

Les op� rations de conjonction et disjonction sur des satisfactions globales et leurs 
mesures associ� es permettent de composer des pr� dicats � l� mentaires portant sur des 
comparaisons entre quantit� s floues. Nous illustrons ceci au travers de deux exemples. Le 
premier traite de l' � galit�  de nombres graduels, le second concerne la construction d' une 
� galit�  approch� e.  

 
·  eJDOLWp 

 
On cherche les ent r epr i ses ayant  2 empl oy� s j eunes et  bi en pay� s. 

Cette requête est une sélection sur un critère comparant la cardinalité |E| des employés 
jeunes et bien payés de chaque entreprise observée à l’ entier 2. Soit, pour une entreprise 
donnée, l’ ensemble des personnes jeunes et bien-payées d� fini par : E = { 1/p1, 
0.2/p2, 0.4/p3, 0.1/p4} . Sa cardinalit�  floue est : |E| = { 1/0, 1/1, 0.4/2, 0.2/3, 0.1/4} . 

 
Consid� rons le pr� dicat  P1 = |E| ³ g 2  et le pr� dicat  P2 = |E| £g 2. La m� thode suivie 

pour d� terminer dans quelle mesure |E| = 2, consiste �  � valuer la conjonction  
(|E £g 2) Ù (|E| ³ g 2), c' est-� -dire �  calculer l' intersection des satisfactions globales de 

chacun des sous-crit� res (SP1 Ç SP2)  puis �  appliquer une mesure *A0  afin d'en extraire 

un degr� .  
 
La diff� rence  D = |E| -  2  est l' entier relatif flou : { 1/-1, 0.4/0, 0.2/1, 0.1/2} c. La 

satisfaction globale SP1 (caract� risant  Da ³  0, " a)  est l' ensemble flou tel que : 
"  a Î  ]0, 0.4], mSP1(a) = 1 et mSP1(a) = 0 sinon. La satisfaction globale SP2 (caract� risant 

Da £ 0, " a) est l' ensemble flou d� fini par  "  a Î  ]0, 0.2], mSP2(a) = 0 et mSP2(a) = 1 

sinon. L' ensemble flou SP1 Ç SP2 est l' ensemble flou "  a Î  ]0.2, 0.4], mSP1 Ç SP2(a) = 1 et 

mSP1 Ç SP2(a) = 0 sinon. Comme tous les a de SP1 È SP2 sont compl� tement satisfaits, on en 
d� duit que : 

).S()S()SS()SS(
212121 PPPPPP

* BBBB 0000 Ù=Ç=Ç  

 
Si p = 2, la mesure Mp(SP1) est � gale �  0.4 et Mp(SP2) est � gale �  (1 -  0.22)1/2, ce qui 
conduit �  : 

.34.0]1))2.01((4.0[()S()S()SS( 2/122/122
PPPP

*
2121

=--+=Ù=Ç CCC 000  

 
Le degr�  0.34 repr� sente dans quelle mesure l' entreprise observ� e a exactement 2 
employés jeunes et bien payés. 

 
On note que contrairement au traitement de la composition de conditions comportant 

des nombres flous ‘usuels’  représentant des données mal connues (modélisées par des 
distributions de possibilité), il n’ est ici pas nécessaire de faire d’ hypothèses particulières 
sur l’ indépendance des critères. Ainsi, dans cet exemple, l’ entier graduel |E| est traité dans 
sa globalité et indépendamment dans P1 et dans P2. Par contre, si |E| avait été une donnée 
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mal connue, le choix d'une valeur possible de |E| dans l' � valuation du pr� dicat P1 aurait 
impos�  le choix de la m� me valeur possible dans le traitement de P2.  

 
·  eJDOLWp�DSSURFKpH����

 
On s' int� resse maintenant aux entreprises ayant HQYLURQ� �  empl oy� s  

j eunes et  bi en pay� s . Le pr� dicat `|E| environ 2'  se d� finit comme la conjonction  
(|E| £gT 2) Ù (|E| ³ gT 2)  bas� s sur une relation d' ordre graduelle tol� rante  x ³ gT y  qui est 
compl� tement satisfaite si  xa ± ya ³  0  et, satisfaite au degr�  0.5, si  xa ± ya = -1. Les 
satisfactions globales de chacun de ces pr� dicats sont graphiquement repr� sent� es par la 
figure 5.18. 

 0  0.1  0.2     0 .4                    1

1
S|E |£ gT 2

a

S|E |³ gT 2

0.5

�

) LJXUH�� �� �  6DWLVIDFWLRQ�JOREDOH�GH���_( _�£D�E �� ���HW�GH���_( _�³ D�E �� � 
 
 
On en d� duit dans quelle mesure environ 2 employés sont jeunes et bien 

payés. Pour  p = 2, on obtient : 

.74.0)SS( 2|E|2|E|
*

gTgT
=Ç £³F0  

 
 

� �� � %LODQ��
 

La d� finition des ensembles de nombres graduels f, f puis f et leurs op� rations 
arithm� tiques pose naturellement le probl� me de la comparaison de ces nombres. 
L' objectif dans le cadre de l' interrogation flexible est de comparer des cardinalit� s 
d' ensembles flous afin de traiter, notamment, des requ� tes comportant des quantificateurs 
absolus ou relatifs. 

 
La d� marche d� velopp� e consiste �  d� finir une relation d' ordre graduelle g� n� rique 

bas� e sur l' interpr� tation de l' � cart entre deux nombres graduels. Consid� rant les � carts 
pour chaque a-coupe, un bilan des satisfactions (appel�  satisfaction globale) est � tabli. 
Une satisfaction globale est un ensemble flou sur [0, 1] qui peut � tre vu comme une valeur 
de v� rit�  g� n� ralis� e. Une telle valeur d� crit exactement dans quelle mesure une relation 
d' ordre est satisfaite. Par la suite, si besoin, celle-ci peut � tre r� sum� e en un degr�  � valu�  
gr� ce �  une mesure Mp fond� e sur une int� grale pond� r� e.  
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Nous avons montr�  qu' une telle mesure g� n� ralise la notion d' implication floue 

r� sidu� e. Cette pr� sentation des relations d' ordre graduelles sur des quantit� s graduelles, 
vue comme des implications floues g� n� ralis� es, est importante car elle s' inscrit dans 
notre d� marche g� n� rale de construction du concept de multi-ensemble flou comme 
g� n� ralisation �  la fois du concept d' ensemble flou et du concept de multi-ensemble. En 
effet, les opérateurs sur les ensembles, basés sur des opérations sur des degrés, et les 
opérateurs sur les multi-ensembles, basés sur des opérations sur des entiers, peuvent être 
vus comme des cas particuliers d' op� rateurs sur les multi-ensembles flous, bas� s sur des 
entiers flous. De mani� re analogue, la relation d' ordre sur des entiers graduels, sous-
jacente �  une inclusion dans le cadre des multi-ensembles flous, g� n� ralise, d' une part, 
une implication entre degr� s et, d'autre part, une relation d' ordre sur les entiers.  

 
Ce principe de comparaison entre deux quantit� s graduelles a ensuite � t�  relax�  au 

moyen d' une fonction de tol� rance autorisant, dans une certaine mesure, des exceptions 
par rapport �  la relation d' ordre.  

 
Enfin nous avons analys�  de quelle mani� re des pr� dicats comportant des relations 

d' ordre sur des quantit� s graduelles peuvent � tre compos� s au moyen d' op� rateurs 
conjonctifs ou disjonctifs. Les normes et conormes triangulaires de la logique multivalu� e 
ont � t�  g� n� ralis� es afin de pouvoir les appliquer �  des crit� res sur des quantit� s 
graduelles. De nouveau, l' id� e repose sur la manipulation (composition) de valeurs 
complexes, mais exactes, puis l' application au r� sultat global d' une mesure produisant une 
valeur-r� sum�  prenant la forme d' un degr� .  

 
Montrons l' int� r� t de cette d� marche en analysant un probl� me, mentionn�  en section 

2.2.3, �  propos de l' interpr� tation d' une cardinalit�  floue d' un ensemble flou E caract� ris�  
par la fonction FECount(E) = FGCount(E) Ç FLCount(E).  

 
Pour ce faire, examinons les cardinalit� s floues de l' ensemble P des personnes blondes 

d� fini par { 1/John, 0.5/Mike, 0.5/Peter}  que nous avions pris en exemple en section 2.2.3. 
Nous obtenons : 

FGCount(P) = { 1/0, 1/1, 0.5/2, 0.5/3}  ; 

FLCount(P) = { 0/0, 0.5/1, 0.5/2, 1/3, 1/4, ¼ }  ; 

FECount(P) = { 0.5/1, 0.5/2, 0.5/3} . 
 

Le degr�  d' appartenance d' un entier n dans FECount(P) d� crit dans quelle mesure 
l' ensemble P contient exactement n personnes. Dans ce cas particulier, la difficult�  
provient du degr�  associ�  �  2 dans FECount(P) qui vaut 0.5, alors que, comme cela est 
soulign�  dans [Delgado et al, 2002], aucune a-coupe ne comporte 2 � l� ments. En 
cons� quence aucune interpr� tation plus ou moins rel� ch� e du concept `blond'  ne conduit �  
une cardinalit�  de 2 pour P.  

 
En consid� rant  |P| = FGCount(P)  comme un entier graduel, d� terminons au moyen de 

notre m� thode dans quelle mesure  |P| =g 2. La satisfaction globale de  |P| ³ g 2  est 
l' ensemble flou S1 sur [0, 1] tel que : mS1(a) = 1 si a Î  ]0, 0.5], mS1(a) = 0 sinon. La 
satisfaction globale de  |P| £g 2  est l' ensemble flou S2 tel que : mS2(a) = 1 si a Î  ]0.5, 1], 
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mS2(a) = 0 sinon. Nous en d� duisons que  S1 Ç S2  = Æ  et donc que, quelle que soit la 
mesure Mp utilis� e pour r� sumer cette satisfaction globale, Mp(P) = 0. Nous en concluons 
que la valeur de v� rit�  de la proposition  |P| =g 2  est nulle. Cette interpr� tation est correcte 
mais n' est pas coh� rente avec la valeur de v� rit�  0.5 associ� e �  l' � l� ment 2 dans 
FECount(P). Analysons le principe de construction de cette fonction pour comprendre le 
probl� me qu' elle pose.  
 

Tout d' abord, constatons que les degr� s 1, 1, 0.5 et 0.5 du  FGCount(P)  correspondent 
�  ceux obtenus en � valuant respectivement M1(|P| ³ g 0), M1(|P| ³ g 1), M1(|P| ³ g 2) et 
M1(|P| ³ g 3). De m� me, les degr� s 0, 0.5, 0.5, 1, 1 ¼  du FLCount(P)  sont ceux obtenus en 
� valuant M1(|P| £g 0), M1(|P| £g 1), M1(|P| £g 2), M1(|P| £g 3)¼  Les fonctions FGCount et 
FLCount sont donc coh� rentes avec la notion de relation d' ordre graduelle telle que nous 
l' avons d� finie. La difficult�  pos� e par FECount vient de la composition de ces degr� s.  

 
En effet, dans FECount(P), le degr�  d' appartenance de 2 provient de la combinaison 

des degr� s de 2 dans FGCount(P) et FECount(P), c' est-� -dire min(0.5, 0.5). Mais chacun 
de ces degr� s 0.5 est en fait un r� sum�  des satisfactions globales S1 et S2 refl� tant des 
r� alit� s bien diff� rentes. L' intersection de S1 et S2 est vide, en cons� quence la mesure 
M1(|P| =g 2) est nulle, conform� ment �  l' intuition. On voit ici que la composition de 
r� sum� s est �  consid� rer avec prudence.  

 

Ce travail sur la notion de relation d' ordre dans f peut � tre compl� t�  en � tudiant le 
comportement d' autres op� rateurs d' agr� gation, conjonctions et disjonctions pond� r� es ou 
moyennes. Par ailleurs, les mesures et les op� rateurs de conjonction et disjonction les 
combinant sont bas� s sur une s� mantique commune relative �  l' importance attribu� e aux 
a-coupes (m� me param� trage p). Le probl� me de la combinaison de mesures bas� es sur 
des interpr� tations diff� rentes de l' importance des a-coupes (i.e. param� trages p 
diff� rents) se pose. C' est un probl� me difficile mais l' approche propos� e, en exhibant la 
(ou les) fonction(s) d' importance sous-jacente(s), semble offrir une ouverture pouvant 
conduire �  des solutions.  

 



 

�

�

&KDSLWUH�� �

 

( [ SUHVVLRQV�TXDQWLILpHV��

 

� �� � ,QWURGXFWLRQ��
 
 

Ce chapitre est consacr�  �  l' � valuation d' expressions quantifi� es dans le cadre de 

l' interrogation flexible. Les nombres graduels ( f, f et f) que nous avons pr� sent� s 
dans les chapitres pr� c� dents offrent un cadre g� n� ral pour � valuer diff� rents types de 
quantification. Une expression quantifi� e est une condition comportant des quantificateurs 
linguistiques [Zadeh, 1983] absolus ou relatifs comme environ 3 ou la plupart. Une 
premi� re forme d' expression, not� e "Q X sont A", est compos� e de trois � l� ments, un 
quantificateur Q, un ensemble usuel de r� f� rence X et un pr� dicat flou A. Elle signifie que 
Q � l� ments de X sont A, comme dans envi r on 3 empl oy� s sont  bi en pay� s . Une 
seconde forme d' expression est g� n� ralement distingu� e lorsque l' ensemble sur lequel 
s' applique le quantificateur est flou. Elle est not� e "Q B X sont A" et correspond �  une 
condition comme l a pl upar t  des empl oy� s j eunes sont  bi en pay� s.  

 
L' � valuation d' une expression quantifi� e a donn�  lieu �  de nombreuses propositions. 

On en trouvera des � tudes d� taill� es dans [Li� tard, 1995 ; Liu &  Kerre, 1997 ; Delgado et 
al., 2000 ; Glökner, 2004]. Les plus importantes sont celles bas� es sur l' op� rateur OWA10 
[Yager, 1988] et des cardinalit� s FGCount [Yager, 1984] qui s' interpr� tent respectivement 
comme des int� grales de Choquet et de Sugeno [Li� tard  1995, Bosc et al., 2003]. Ces 
deux approches d� livrent un degr�  de satisfaction et sont limit� es �  des expressions 
utilisant des quantificateurs croissants. Nous avons montr�  [Li� tard & Rocacher, 2005] 
qu' une approche bas� e sur la notion de nombres graduels et de relations d' ordre 
graduelles, � ventuellement tol� rantes, n' impose pas d' hypoth� se particuli� re sur la 
monotonie du quantificateur linguistique et g� n� ralise l' approche avec des OWA. Qui 
plus est, la m� thode d' � valuation propos� e, fond� e sur le calcul exact d' une valeur de 

                                                
10 Ordered Weighted Average 
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satisfaction complexe qui est ensuite r� sum� e en degr� , permet d' englober d' autres 
approches et notamment celle de bas� e sur une int� grale de Sugeno. 

 
Dans la suite nous rappelons d' abord tr� s bri� vement la notion de quantificateur et 

l' interpr� tation d' une expression quantifi� e au moyen d' un op� rateur OWA. Puis nous 
montrons comment les outils relatifs aux nombres graduels, d� velopp� s dans les chapitres 
pr� c� dents, permettent de fournir une interpr� tation assez simple et naturelle des 
expressions comportant un quantificateur absolu ou relatif. Enfin, une relation entre 
l' approche OWA et l' approche bas� e sur des nombres graduels est � tablie.  
 
 

� �� � 4 XDQWLILFDWHXUV�OLQJXLVWLTXHV�HW�DSSURFKH�2 : $ �
 

Deux sortes de quantificateurs flous peuvent � tre distingu� es : les quantificateurs 
absolus, comme environ 2, au moins 3¼ , et les quantificateurs relatifs se r� f� rant �  des 
proportions, comme environ la moiti� , au moins un quart¼  Ces quantificateurs peuvent 
� tre croissants (resp. d� croissants) ce qui signifie qu' un accroissement de satisfaction de la 
condition A ne peut faire d� croître (croitre) la satisfaction de la proposition "Q X sont A". 
Au moins 3 et presque tous sont des exemples de quantificateurs croissants. Un 
quantificateur est monotone s' il est soit croissant, soit d� croissant. On trouve � galement 
des quantificateurs unimodaux qui font r� f� rence �  des pr� dicats graduels comme environ 
4 ou environ la moiti� . Les quantificateurs absolus sont modélisés par des ensembles flous 
sur les réels alors que les quantificateurs relatifs correspondent à des ensembles flous sur 
[0, 1]  

 
L’ interprétation de "Q X sont A", avec Q croissant, au moyen d’ un opérateur OWA est 

donnée par : 

OWA = ,)x(w
n

1i
iAiå

=
m´   (6.1) 

 
où les degrés d’ appartenance de A sont ordonnés de manière décroissante (mA(x1) ³  mA(x2) 
³  ¼  ³  mA(xn)). Pour un quantificateur absolu les poids wi = mQ(i) - mQ(i-1), expriment 
l' accroissement de satisfaction lorsqu' on compare une situation comportant i-1 � l� ments 
enti� rement A avec une situation comportant i � l� ments enti� rement A. Pour un 
quantificateur relatif, les poids wi = mQ(i/n) ± mQ((i-1)/n), avec n la cardinalit�  de 
l' ensemble X, expriment l' accroissement de satisfaction de la quantification lorsque la 
proportion des � l� ments de X satisfaisant compl� tement A passe de i-1/n �  i/n.  
 

Exemple 6.1. Q est le quantificateur absolu au moins 3, d� fini par la figure 6.1, et 
X = { x1, x2, x3, x4}  avec A = { 1/x1, 1/x2, 0.8/ x3, 0.6/x4} . Il en d� coule que les poids wi 
sont : w1 = 0, w2 = 0.5, w3= 0.5, w4 = 0, et que la satisfaction de la proposition au moins 
3 X sont A  est : 

OWA = 0 ´  1 + 0.5 ´  1 + 0.5 ´  0.8 + 0 ´  0.6 = 0.9.  
 
Ce degr�  proche de 1 est conforme �  l' intuition puisque au moins 3 � l� ments de A ont 

un degr�  � lev� . 
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Figure 6.1. Le quantificateur au moins 3. ̈  
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L’ interprétation d’ une expression quantifiée, comme au moins 3 employés sont 

bien payés, peut s' appuyer sur une approche bas� e sur les nombres graduels. Il suffit de 
consid� rer la cardinalit�  floue de l' ensemble des employ� s bien pay� s (not� e |Ebp|) et de la 
comparer �  l' entier 3 au moyen d' une relation d' ordre graduelle associ� e �  une fonction de 
tol� rance T (comme celle d� crite par la figure 5.5). On � value donc : |Ebp| ³ gT 3. Selon la 
m� thode d� finie au chapitre 5, cela consiste �  filtrer les diff� rentes a-coupes de  |Ebp| ± 3  
au moyen de la fonction T. Le r� sultat est alors une satisfaction globale par a-coupes (ou 
degr�  g� n� ralis� ) dont il est ensuite possible d' � valuer diff� rentes approximations ou 
r� sum� s.  

 
Exemple 6.2. Reprenons les donn� es de l' exemple 6.1. L' � valuation de l' expression 

« au moins 3 X sont A », en consid� rant la fonction de tol� rance de la figure 5.5, conduit �  
la satisfaction globale d� crite par la figure 6.2. 
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En appliquant la mesure M1 (voir 5.2 et 5.3) sur la satisfaction globale S, on obtient un 
degr�  qui peut � tre vu comme un r� sum�  de cette expression complexe, mais exacte, de la 
satisfaction de la quantification consid� r� e. L' utilisation d' une mesure M1 conduit �  
interpr� ter la relation d’ordre graduelle tol� rante sous-jacente comme une implication 
floue de Lukasiewicz g� n� ralis� e. Le r� sultat obtenu correspond �  celui issu de 
l' application de l' op� rateur OWA (exemple 6.1). ¨  
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Cette m� thode s'applique � galement sans difficult�  pour � valuer une expression 
quantifi� e dont le quantificateur est relatif, comme dans pl us de l a moi t i �  des 

empl oy� s sont  bi en pay� s. Il suffit de travailler sur f, et de calculer le nombre 
rationnel graduel R représentant le ratio de la cardinalité floue des employés bien payés 
par la cardinalité des employés, puis d’ évaluer la relation  |Ebp| ³ gT 1, avec une relation de 
tolérance T adaptée au quantificateur Q. Le bilan de cette comparaison est une satisfaction 
globale dont différentes approximations peuvent être envisagées.  

 
Plus généralement, l’ évaluation d’ une expression du type "Q B X sont A", comme la 

plupart des employés jeunes sont bien payés, se fait en calculant le 
rationnel graduel correspondant au ratio de la cardinalité floue des employés jeunes et 
bien payés sur la cardinalit�  floue des employ� s jeunes. Plus il y a d' employ� s jeunes qui 
sont bien pay� s plus ce ratio est proche de 1. La m� thode employ� e est donc identique �  
celle utilis� e pour � valuer les expressions Q X sont A et il n’est plus n� cessaire de 
distinguer ces deux types d’expression.  

 
 

� �� � 5 HODWLRQ�HQWUH�OHV�DSSURFKHV�2 : $ �HW�QRP EUHV�JUDGXHOV�
 

L' � valuation d' une expression quantifi� e par une approche bas� e sur des relations 
d' ordre graduelles tol� rantes entre nombres graduels g� n� ralise l' approche par OWA.  

 
Nous en montrons le principe pour une expression "Q X sont A" avec Q croissant,       

A = { mA(x1)/x1, mA(x2)/x2, ¼ , mA(xn)/xn}   et  mA(x1) ³  mA(x2) ³  ¼  ³  mA(xn) (mA(xn+1) = 0).  
 
L' � valuation de l' expression quantifi� e par la m� thode OWA s' exprime par :  

OWA = (mQ(1) ± 0) ´  mA(x1) + (mQ(2) ± mQ(1)) ´  mA(x2) + ¼  + (mQ(n) ± mQ(n-1)) ´  
mA(xn). 

 
En notant a1, a2, ¼ , ap les diff� rentes a-coupes de A (avec a1 > a2 ... > ap), l' expression 
ci-dessus devient : 

((mQ(|Aa1|) ± 0) ´  a1) + ((mQ(|Aa2|) ± (mQ(|Aa1|)) ´  a2) + ¼  +                     
((mQ(|Aap|) ± (mQ(|Ap-1|)) ´  ap)  

= mQ(|Aa1|) ´  (a1 ± a2) + mQ(|Aa2|) ´  (a2 ± a3) + ¼  + mQ(|Aap|) ´  (ap ± 0). (6.2) 
 
Avec des nombres graduels, l' � valuation d' une expression "Q X sont A" s' interpr� te 

comme l' � valuation de la comparaison : |A| ³ gT k, o�  la fonction de tol� rance T 
correspond �  la translation T(x) = mQ(x + k). Cette comparaison est r� alis� e en filtrant les 
diff� rentes a-coupes |A|a - k par la fonction T. On obtient ainsi une satisfaction globale 
correspondant �  un ensemble flou S de satisfactions. S est caract� ris�  par :  

mS(a) = T(|A|a-k) = mQ(|A|a).  
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D'apr� s la formule (5.8), l' approximation de S par application d' une mesure M1(S), en 
notant a i les diff� rents a caract� risant S tels que a1 > a2 > ¼  > ap > ap+1 = 0, se d� finit 
par : 

.)()()S(
p

1i
1iiiSå

=
+a-a´am=G0  

 
On en d� duit :  

å
=

+a a-a´m=
p

1i
1iiQ )()|A|()S(

i
H0  

 
qui correspond �  l' op� rateur OWA (expression 6.2).  
 
 

� �� � %LODQ�
 

Il apparaît dans ce chapitre que f, f et f offrent un cadre puissant bien adapt�  pour 
interpr� ter des expressions quantifi� es du type "Q X sont A" ou "Q B X sont A". Le point 
cl�  de la m� thode propos� e est d' exprimer la satisfaction d' une expression quantifi� e non 
pas sous la forme d' un degr�  mais sous la forme d' une valeur de v� rit�  repr� sent� e par un 
ensemble flou sur [0, 1] appel�  satisfaction globale. Cet ensemble flou d� crit précisément 
et complètement la manière dont la proposition est satisfaite. Une telle valeur de vérité 
peut ensuite être résumée de diff� rentes mani� res.  

 
Ainsi, nous avons montr�  que l' utilisation d' une mesure M1 (voir sections 5.2 et 5.3) 

qui attribue une m� me importance �  chaque a-coupe, permet de retrouver l' approche 
OWA propos� e par Yager. Mais d' autres mesures Mp sont envisageables. Elles permettent 
de traduire la s� mantique plus un grand nombre d' a-coupes de haut niveau sont 
satisfaites plus globalement la quantification consid� r� e est satisfaite. Pour cela, il suffit 
de choisir une mesure Mp avec un param� tre p sup� rieur �  1, ce qui permet d' attribuer une 
importance plus grande aux a-coupes de degr�  � lev� . De cette mani� re, on consid� re que 
les quantit� s issues du d� compte des � l� ments les plus significatifs (parce que les plus 
satisfaisants) doivent d' autant plus respecter la relation d' ordre sous-jacente �  la 
quantification trait� e.  

 
Par ailleurs, l' approche FGCount d� finit le score d' une proposition "Q X sont A" par : 

d = max( min(mQ(j), mFGCount(A)(j)) pour j = 0, ¼ , |X|.  
 

Cette expression est fond� e sur une int� grale de Sugeno et s' interpr� te comme une mesure 
qualitative � valuant le meilleur compromis entre la qualit�  du repr� sentant choisi pour A 
et l' ad� quation de sa cardinalit�  vis �  vis de Q. On constate que le degr�  d, ainsi obtenu, 
n' est autre qu' une approximation particulière de la satisfaction globale S g� n� r� e par 
l' interpr� tation de la proposition quantifi� e au moyen d' une relation d' ordre graduelle 
appliqu� e �  des nombres graduels. Cependant le r� sultat obtenu n' est significatif (car 
correspondant �  une valeur m� diane) que lorsque le quantificateur est monotone croissant. 
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Dans [Bosc & Li� tard, 2005] une technique d' � valuation g� n� ralisant une int� grale de 
Sugeno a � t�  propos� e. Elle permet de s' affranchir de la contrainte li� e �  la monotonie en 
tenant compte �  la fois de la qualit�  du repr� sentant et de sa repr� sentativit� . Cette 
approche traduit la s� mantique que plus il y a d'a-coupes de A satisfaisant de manière 
� lev� e le quantificateur Q, plus la proposition quantifi� e est satisfaite. On constate alors 
que cette démarche n’ est plus complètement qualitative car elle prend en compte une 
notion de décompte sur les a-coupes. L’ approximation calculée est donc basée sur une 
approche intermédiaire entre une approche quantitative (basée sur une intégrale de 
Choquet) et une approche qualitative (basée sur une intégrale de Sugeno).  
 

De notre point de vue ces différentes approches ont toutes un point commun, celui 
d’ être basées sur l’ évaluation exacte d’ une comparaison entre nombres graduels. Ce calcul 
produit une satisfaction globale reflétant exactement la manière dont une proposition est 
satisfaite. Vient ensuite un processus de ‘defuzzification’  où différentes techniques 
peuvent être utilisées, ce qui correspond à une autre problématique. En séparant les 
problèmes à traiter, la comparaison de quantités d’ une part, la production de résumés 
d’ autre part, nous facilitons la compréhension du traitement des expressions quantifiées, 
nous englobons les approches existantes dans un même processus et nous ouvrons le sujet 
sur de nouvelles propositions, différentes techniques de ‘defuzzification’  pouvant être 
considérées. En outre, il faut souligner que l’ émergence de la notion de satisfaction 
globale permet d’ envisager la construction d’ expressions quantifiées complexes par 
composition de propositions (voir section 5.4).  
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Ce chapitre est consacré à la formulation de requêtes flexibles adressées à des bases de 
données orientées-objet usuelles, c’ est-à-dire ne comportant pas de données mal connues. 
Plus spécifiquement, il s’ agit d’ analyser comment prendre en compte des prédicats 
graduels dans une requête de type OQL (Object Query Langage), le langage 
d’ interrogation du modèle objet spécifié par l’ ODMG (Object Database Management 
Group).  

 
En section 2.2, une rapide analyse a permis de rappeler certaines des spécificités des 

systèmes de gestion de bases de données orientées-objet relativement au modèle et au 
langage d’ interrogation, (pour une analyse plus détaillée, voir [Bosc et al., 2004] chapitre 
II). Il s’ en est dégagé que la notion de multi-ensemble prend une importance particulière. 
Celle-ci permet de gérer des occurrences multiples issues notamment de requêtes 
comportant des projections ou des désimbrications de structures de données complexes 
inhérentes au modèle objet. Par ailleurs, la prise en compte de pr� dicats graduels dans les 
requ� tes engendre des niveaux de satisfaction sur les � l� ments retourn� s. Le probl� me 
pos�  est donc de d� terminer comment g� rer simultan� ment des nombres d'occurrences et 
des degr� s de satisfaction.  

 
La solution propos� e est fond� e sur l' unique notion d' entier naturel graduel qui int� gre 

(ou g� n� ralise) �  la fois la notion d'entier et celle de valeur de v� rit� . Ce concept 
g� n� rique permet d' enrichir significativement les langages de requ� tes dont les � l� ments 
s� lectionn� s sont non seulement qualifi� s mais aussi quantifi� s et donc associ�  �  une 
quantit�  graduelle. En se pla� ant dans ce cadre, il est n� cessaire de reconsid� rer les 
extensions des alg� bres de requ� tes et des langages d' interrogation de plus haut niveau. 
Nous nous pla� ons dans le contexte g� n� ral des bases de donn� es objets et de OQL, mais 
il faut noter que les op� rateurs d� finis pour les mod� les particuliers du relationnel et du 
relationnel-objet trouvent, pour l' essentiel, leur pendant dans cadre objet.  
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La d� marche suivie consiste, dans un premier temps (section 7.2), �  � tendre et pr� ciser 
la s� mantique des op� rateurs � l� mentaires de requ� te int� grant des conditions graduelles, 
des quantit� s graduelles et des multi-ensembles flous. Dans un second temps (section 7.3), 
des requ� tes complexes exprim� es dans un langage alg� brique ou dans un langage de haut 
niveau tel que OQL sont � tudi� es. 

 
Les travaux pr� sent� s dans ce chapitre ont pour origine une � tude th� matique sur 

l' interrogation flexible de base de donn� es multim� dia financ� e par France T� l� com. Ils 
ont � t�  publi� s notamment dans [Connan & Rocacher, 1996 ; Connan & Rocacher, 1997a-
b ; Bosc et al. 1998]. C' est �  partir de 1998 que les concepts de multi-ensemble flou et 
d' entier graduel ont � merg�  et � t�  mis en � vidence [Rocacher & Connan, 1999 ; Rocacher, 
2001, Rocacher 2003]. 

 
 

� �� � ( [ WHQVLRQ�G¶XQH�DOJqEUH�GH�UHTXrWHV�
 

Contrairement au mod� le relationnel, il n' existe pas de mod� le objet universellement 
reconnu, ce qui entraîne une diversit�  des alg� bres de requ� tes [Cluet & Moerkotte, 1995]. 
Leurs op� rateurs s'appliquent sur des collections d' objets et construisent de nouvelles 
collections en appliquant des pr� dicats de s� lection, des fonctions, des acc� s aux attributs, 
etc. Les op� rateurs de ces alg� bres ont souvent des comportements tr� s proches, certains 
� tant des cas particuliers d' op� rateurs plus g� n� riques et d' autres des compositions 
d' op� rateurs plus simples. N� anmoins, l' alg� bre de requ� tes du mod� le Encore [Shaw & 
Zdonik, 1990] constitue une r� f� rence simple et reconnue (voir [Bosc et al., 2004]). Elle 
est prise ici comme support afin de montrer comment rendre graduelle une alg� bre 
orient� e objet. Nous ne pr� sentons ici que les op� rateurs essentiels et on trouvera une 
� tude des extensions de diff� rents autres op� rateurs alg� briques dans [Connan, 1999].  

 
L' objectif est d' introduire dans les requ� tes des conditions graduelles. Cela s' av� re 

utile en particulier lorsque le besoin de l' utilisateur repose sur l' expression de pr� f� rences 
sur les valeurs recherch� es. Une requ� te de ce type permet de discriminer les � l� ments qui 
satisfont plus ou moins les crit� res et les retourne sous forme d' ensemble flou ou de multi-
ensemble flou (lorsque les doubles sont significatifs). La notion de composition de 
requêtes est importante parce qu' elle permet de construire des requ� tes complexes pour 
manipuler ou construire des objets complexes comportant des imbrications. Dans 
l' alg� bre, cette composition se traduit par le fait que les collections sur lesquelles 
s' appliquent les op� rateurs peuvent � tre le r� sultat de l' application d' un autre op� rateur. 
Ce point de vue fonctionnel a pour cons� quence que les op� rateurs graduels qui sont 
d� finis doivent  non seulement prendre en compte des crit� res graduels, mais � galement 
pouvoir s' appliquer sur des collections floues obtenues par d' autres op� rateurs graduels.  

 
Dans la suite, les collections sont mod� lis� es �  l' aide de multi-ensembles flous, les 

ensembles, multi-ensembles et ensembles flous � tant vus comme des cas particuliers. 
L' objectif vis�  est la d� finition d' op� rateurs alg� briques ayant une s� mantique claire dans 
le cadre le plus g� n� ral bas�  sur les multi-ensembles flous et les entiers graduels.   
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� �� �� � 6pOHFWLRQ�
 
L' op� rateur de s� lection, select(C, p(e)), est un it� rateur. Chaque � l� ment e de la 

collection C est dans le r� sultat R s' il satisfait quelque peu le pr� dicat p. Dans le cadre 
ensembliste usuel, sa s� mantique se d� finit par :  

R = select(C, p(e)) = { e | (e Î  C) HW p(e)} . (7.1) 
 
L' extension de cet op� rateur, dans un cadre limit�  aux ensembles flous, conduit �  

caract� riser l' ensemble flou r� sultat par : 

mR(e) = min(mC(e), mp(e))  (7.2) 
 

o�  la fonction min traduit la conjonction composant le degr�  d' appartenance de e �  C et le 
degr�  de satisfaction du pr� dicat p par e.  
 

Dans le cadre des multi-ensembles non flous, la s� lection est caract� ris� e par : 

wR(e) = wC(e) ´  wp(e)  (7.3) 
 

o�  wp (e) est une fonction qui transforme le r� sultat du pr� dicat p(e) en un entier : 1 si e 
satisfait p, 0 sinon. Dans cette expression la conjonction, composant la caract� ristique 
d' un � l� ment e dans un multi-ensemble, c' est-� -dire son nombre d' occurrences, avec la 
satisfaction du pr� dicat p par e, est interpr� t� e par le produit (´ ) de deux entiers.  

 
Dans le cas le plus g� n� ral des multi-ensembles flous, chaque � l� ment e est caract� ris� , 

dans C, par un nombre d' occurrences flou, WC(e). Par ailleurs, le degr�  de satisfaction 
mp(e) du pr� dicat p par e peut � tre d� fini comme un entier flou { 1/0, mp (e)/1} . Aussi, la 
caract� risation du r� sultat de la s� lection prend-elle la forme : 

WR(e) = WC(e) ́  Wp(e)  (7.4) 
 

o�  Wp (e) est le r� sultat de la transformation du degr�  de satisfaction du pr� dicat p(e) en un 
entier graduel et ´  est le produit de deux entiers graduels obtenu par le principe 
d' extension � tendu. Le multi-ensemble flou résultat R est constitué des éléments e 
associés à un nombre d’ occurrences WR(e) non nul. Il est aisé de vérifier que les 
définitions précédentes (mR(e) et wR(e)) sont des cas particuliers de celle de WR(e).  
 

Cette démarche, généralisant à la fois les fonctions caractéristiques obtenues dans le 
cadre des ensembles flous et dans le cadre des multi-ensembles, est celle suivie pour 
définir les autres opérateurs algébriques. Par la suite, nous n’ en donnerons pas toujours 
donné une présentation détaillée. 
 
 

Exemple 7.1 Soit C = {<0.9, 0.6>/45, <1>/59}, le multi-ensemble flou des âges des 
professeurs bien-payés du département d’ informatique, indiquant que deux personnes de 
45 ans sont "presque" bien-payées (degrés 0.9 et 0.6) et qu’ une personne âgée de 59 ans 
est bien payée. On souhaite sélectionner les âges des professeurs jeunes 
et bien payés en supposant que 45 (resp. 59) ans satisfait au degr�  0.7 (resp. 0.2) le 
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pr� dicat "� ge = jeune (pour un professeur)". Le multi-ensemble flou C peut � galement 
s' � crire �  l' aide de nombres flous :  

{ { 1/0, 0.9/1, 0.6/2} *45, { 1/0, 1/1} *59} ,  
 
d'o�  il d� coule que les � ges s� lectionn� s dans le r� sultat final sont caract� ris� s par les 
nombres graduels suivants : 

WR(45)  = { 1/0, 0.9/1, 0.6/2}  ´  { 1/0, 0.7/1}  = { 1/0, 0.7/1, 0.6/2} , 

WR(59)  = { 1/0, 1/1}  ´  { 1/0, 0.2/1}  = { 1/0, 0.2/1} . 

 
On en d� duit que 45 ans est l' � ge de deux enseignants satisfaisant le pr� dicat jeune 
pr of esseur  bi en pay�  aux degr� s respectifs 0.7 et 0.6, tandis que 59 ans est l' � ge 
d' une personne qui ne satisfait que faiblement (degr�  0.2) les crit� res souhait� s. ̈ �
 

� �� �� � ,P DJH�HW�SURMHFWLRQ�
�

L'op� rateur image(C, f) applique une fonction f sur chacun des � l� ments e de la 
collection C. Dans le cadre ensembliste (non flou), cet op� rateur est d� fini par : 

R = image(C, f) = { y | $ e et (e Î  C) et y = f(e)} . 
 
Dans le cadre des multi-ensembles, le quantificateur existentiel ($) est interpr� t�  comme 
une addition et la conjonction comme un produit. Ceci conduit �  associer �  une image un 
nombre d' occurrences y correspondant �  la somme des nombres d' occurrences de ses 
ant� c� dents. Dans le cas le plus g� n� ral, si C est repr� sent�  par un multi-ensemble flou, on 
est conduit �  d� finir la caract� ristique d' un � l� ment y du r� sultat R par :  

WR(y) = å e Î  C [WC(e) ´  W=(y, f(e))]. (7.5) 
 
Le nombre graduel W=(y, f(e)) correspond ici soit �  1, soit �  0, selon que y est l' image ou 
non de e. Ainsi, une image y est associ� e �  la somme des nombres flous d' occurrences de 
ses ant� c� dents.  
 
 

Exemple 7.2. Soit l' ensemble flou des professeurs � g� s = { 0.9/Marc, 0.6/Pierre, 
1/Jean}  (ici, chaque pr� nom correspond �  un objet et est une repr� sentation externe de 
chaque professeur) et leurs salaires respectifs : 3500, 3500, 4000 ¼��/ D�UHTX� te : trouver 
l e sal ai r e des pr of esseur s âg� s s' exprime par :  

image({ 0.9/Marc, 0.6/Pierre, 1/Jean} , l p p.salaire).  
 
Elle produit le multi-ensemble flou : 

R = { { 1/0, 0.9/1, 0.6/2} * 3500, { 1/0, 1/1} * 4000}   
 
d� crivant la distribution des salaires des professeurs � g� s. Ce r� sultat comporte deux types 
d' information, l' une quantitative indiquant le nombre de professeurs � g� s ayant le m� me 
salaire, l' autre qualitative pr� cisant dans quelle mesure un salaire donn�  est celui d' un 
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professeur � g� . Ainsi "3500 ¼� �HVW�OH�VDODLUH�GH�GHX[ �SHUVRQQHV�GRQW�O¶XQH�HVW�SOXV�kJpH�
que l' autre.̈  

 
L'op� rateur de projection, project(C, <(A1, f1), (A2, f2), ¼  (An, fn)>), g� n� ralise 

l' op� rateur image. Il construit une collection R de n-uplets en appliquant les diff� rentes 
fonctions f i sur chaque � l� ment de C :   

R = { [A1 : y1, A2 : y2, ¼  , An : yn] | $ e et (e Î  C) et y1 = f1(e) HW ¼  HW yn = fn(e)} . 
 

Dans le cas le plus général, la fonction caractéristique de R s’ exprime par : 

WR([A1 : y1, A2 : y2, …  , An : yn]) =  

                     å x Î  C [WC(x) ´  W=(y1, f1(e))…  ´  W=(yn, fn(e))] (7.6) 
 
qui traduit que le nombre d’ occurrences d’ un n-uplet dans le résultat R est la somme des 
nombres d’ occurrences des éléments dont il est image. 
 

� �� �� � - RLQWXUH��
�

La jointure ojoin du modèle Encore est tout à fait semblable à la jointure du modèle 
relationnel. Sa définition formelle est : 

R = ojoin(C1, C2, A1, A2, p) = { <A1: e1, A2 : e2> | e1 Î  C1 HW e2 Î  C2 HW p(e1, e2)} . 
�

Elle conduit à la fonction caractéristique générale suivante : 

WR([A1 : e1, A2 : e2]) = WC(e1) ´  WC (e2) ´  Wp(e1, e2)). (7.7) 
 

Une telle fonction correspond à la composition d’ un produit cartésien et d’ une sélection.  
 

� �� �� � 0 LVH�j �SODW�
�

L’ opérateur flatten permet une "mise à plat" d’ un ensemble d’ ensembles. Cet opérateur 
de déstructuration est spécifique aux modèles comportant des données complexes. Sa 
définition formelle ensembliste est : 

R = flatten(C) ={ r | $e HW e Î  C HW r Î  e} . 
 

Dans le cas général de la mise à plat d’ une collection de collections (celles-ci pouvant 
être des ensembles, des ensembles flous, des multi-ensembles ou des multi-ensembles 
flous), la caractéristique du résultat prend la forme : 

WR(r) = å e Î  C [WC(e) ´  We(r))]. (7.8) 
 
En effet, le nombre d' occurrences d' un � l� ment r dans le r� sultat R est le nombre des 
occurrences de r globalement dans C (au premier niveau d' imbrication). Ceci conduit �  
d� terminer chacune des collections e de C contenant r, �  multiplier le nombre 
d' occurrences de r dans une telle collection par le nombre d' occurrences de celle-ci dans C 
et �  sommer les cardinalit� s obtenues.  
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Exemple 7.3. Une requ� te du type trouver les amis des amis de Paul 

revient �  faire une mise �  plat d' un ensemble flou d' ensemble flous. Comme une personne 
donn� e peut � tre amie de plusieurs amis de Paul, celle-ci apparaîtra plusieurs fois dans le 
r� sultat final. Celui-ci est alors un multi-ensemble flou. Ainsi, supposons que dans la 
collection :  

C = { 0.8/{ 0.9/p1, 0.5/p2} , 0.5/{ 0.6/p1} } ,  
 
0.8 et 0.5 correspondent aux degr� s d' amiti�  qui lient Paul �  ses deux amis et que les 
ensembles flous imbriqu� s correspondent aux amis de ceux-ci. La personne p1 est amie 
d' un ami de Paul de deux mani� res diff� rentes. Elle apparaît donc deux fois dans le 
r� sultat de la mise �  plat, la premi� re occurrence est associ� e �  min(0.8, 0.9) et la seconde 
�  min(0.5, 0.6). La norme "minimum" traduit ici que deux liens d'amiti�  doivent � tre 
conjointement pris en compte. Le r� sultat de la mise �  plat s' � crit de la mani� re suivante: 

R = flatten(C) = { <0.8, 0.5>/p1, <0.5>/p2} .   
 

En travaillant avec des nombres flous, le nombre d' occurrences de p1 dans le r� sultat est 
obtenu par le calcul suivant : 

({ 1/0, 0.8/1}  ´  { 1/0, 0.9/1} ) + ({ 1/0, 0.5/1}  ´  { 1/0, 0.6/1) = { 1/0, 0.8/1, 0.5/2} . 
 
Le nombre d' occurrences obtenu pour p2 est { 1/0, 0.5/1} , d' o�  le r� sultat : 

flatten(C) = { { 1/0, 0.8/1, 0.5/2} * p1, { 1/0, 0.5/1} *p2} .¨  
�

� �� �� � * URXSHP HQW�HW�GpJURXSHP HQW��
 

L' op� ration nest(C, A i) regroupe les n-uplets de C qui ne diff� rent que par la valeur de 
l' attribut A i. Elle est formellement d� finie par : 

R1 = nest(C, Ai)  

     = { [A1: e.A1, ¼ , A i: t, ¼ , An: e.An] | e Î  C HW t = { x.A i | x Î  C HW  

              e.A1 = x.A1 HW ¼  HW e.A i-1 = x.A i-1 HW e.A i+1 = x.A i+1 HW ¼  HW e.An = x.An} } . 
 

Dans le cas g� n� ral o�  C est un multi-ensemble flou, en interpr� tant le quantificateur 
existentiel par une somme et les conjonctions par des produits, la caract� ristique du multi-
ensemble flou de regroupement t devient : 

Wt(y) = å x Î  C [WC(x) ́  W=(e.A1, x.A1) ¼  ´  W=(e.A i, y) ¼  ́  W=(e.An, x.An)] (7.9) 
�
ce qui s' interpr� te par : le nombre d' occurrences d' un � l� ment y dans le regroupement 
associ�  �  e.A1, ¼ , e.A i-1, e.A i+1, ¼ , e.An est � gal �  la somme des nombres d' occurrences 
des n-uplets de C de la forme [e.A1, ¼ , e.A i-1, y, e.A i+1, ¼ , e.An]. On constate ainsi que si 
la collection initiale C comporte des n-uplets en plusieurs exemplaires, il en est tenu 
compte lors du regroupement car les � l� ments de chaque groupe sont associ� s aux 
nombres d' occurrences des n-uplets dont ils sont issus. Dans le contexte ce type 
d' information n' est pas g� r� , le regroupement � tant un ensemble. Enfin, on constate que le 
r� sultat R g� n� r�  est un ensemble et ne comporte pas de double. Cela se justifie par le fait 
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que le but de l' op� ration nest est de rassembler des informations en supprimant une 
certaine forme de redondance. 
 
 

Exemple 7.4. Pour faciliter la compr� hension du fonctionnement de cet op� rateur, 
consid� rons le cas simple d' un regroupement sur le deuxi� me attribut d' un multi-
ensemble de couples. On a : 

nest ({ 2 *  [A1: x, A2 : a], 3 *  [A1: x, A2: b], 1 *  [A1: y, A2: a]} , A2) =  

                                         { [A1: x, A2 : <2*a, 3*b>], [A1: y, A2 : <1*a>]} .  
 
On constate que les cardinalit� s associ� es aux couples regroup� s ont � t�  propag� es sur les 
� l� ments du groupe associ�  �  l' attribut A2 et que le r� sultat est un ensemble de n-uplets.̈  

 
 
L'op� ration de d� groupement, unnest, se d� finit dans le cas habituel par : 

R = unnest(C, A i) = { [A1: e.A1, ¼  A i : t,  ¼  An : e.An] | e Î  C HW t Î  e.A i} . 
 

Dans le cas le plus g� n� ral o�  C et t sont des multi-ensembles flous, le r� sultat R se 
caract� rise par : 

WR([A1: e.A1, …  Ai : t,  …  An : e.An]) = WC (e) ́  We.Ai (t). (7.10) 
 
Cette expression traduit le fait que le nombre d’ occurrences d’ un n-uplet du résultat est 
égal au produit du nombre d’ occurrences du n-uplet e de C par le nombre d’ occurrences 
de l’ élément t qui est extrait de la collection imbriquée référencée par l’ attribut Ai. Cette 
opération est l’ inverse de l’ opération de groupement nest. En effet, une opération nest 
regroupe plusieurs n-uplets en un seul, les nombres d’ occurrences des n-uplets regroupés 
étant propagés sur les éléments des groupes, alors que l’ opération unnest dégroupe un n-
uplet en plusieurs n-uplets.  
 
 

Exemple 7.5. En appliquant l’ opération unnest sur le résultat de l’ opération nest de 
l’ exemple 7.4, on retrouve la collection initiale, i.e. :   

unnest ({ [A1: x, A2 : <2*a, 3*b>], [A1: y, A2 : <1*a>]} , A2) =  

                         { 2 *  [A1: x, A2 : a], 3 *  [A1: x, A2: b], 1 *  [A1: y, A2: a]} .¨  
 
 

� �� �� � $ �SURSRV�GH�OD�GLYLVLRQ�HW�GH�O¶LQFOXVLRQ��
 

Dans le domaine des bases de données relationnelles, l’ inclusion est à la base de la 
notion de division. Celle-ci est sous-jacente à une requête du type trouver les 
magasi ns ayant  en st ock ( r el at i on R)  t ous l es pr odui t s command� s 
( r el at i on S) . Dans ce cadre, une extension possible est de consid� rer une inclusion 
entre relations floues comme dans trouver les magasins ayant parmi leurs 
pr odui t s st ock� s r � cemment ,  t ous l es  pr odui t s cher s command� s. En 
consid� rant que R et S sont des relations floues et que A est l' ensemble des attributs 
communs de S et de R, la division R[A ¸  A]S de R(A, X) par S(A, Y) se d� finit par :  
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mR[A ¸  A]S(x) = infS (mS(s) Þ f mR(x, s[A])). (7.10) 
 

Si S'  = { s | s Î  S[A]}  et x.R'  = { s | (x, s) Î  R}  alors le degr�  mR[A ¸  A]S(x) d' un magasin x 
exprime dans quelle mesure S' (la commande) est inclus dans x.R'  (le stock).  
 

Diverses extensions de la division relationnelle ont � t�  � tudi� es dans [Bosc et al. 2005]. 
Il a � t�  montr�  que ces extensions ont une s� mantique convenable puisque le r� sultat 
obtenu est un quotient au sens de la division enti� re. 
 

Dans un cadre multi-ensembliste (par exemple, dans un environnement objet) nous 
sommes amen� s �  comparer des collections en tenant compte du nombre d'occurrences de 
chacun de leurs � l� ments. Ainsi, le stock des produits d' une entreprise peut-il � tre g� r�  au 
moyen d' un multi-ensemble, ce qui permet de conna�tre le nombre d' occurrences de 
chaque produit stock� . De m� me, une commande peut � tre mod� lis� e �  l' aide d' un multi-
ensemble afin d' exprimer que chaque produit peut � tre command�  en plusieurs 
exemplaires. Une requ� te (non floue), analogue �  la une division relationnelle ci-dessus, 
consiste �  trouver les magasins ayant en stock tous les (exemplaires 
des)  pr odui t s command� s . Il faut alors v� rifier la propri� t�  suivante :  

" s Î  S' , wS'(s) £ wx.R'(s). 
 

Mais la richesse des structures utilis� es offre une plus grande capacit�  d' expression. 
Des requ� tes plus informatives, du type trouver tous les magasins ayant en 
st ock t ous l es pr odui t s command� s et  l e nombr e de f oi s où l a 
commande peut  � t r e pour vue, peuvent être exprimées. Ceci revient à caractériser 
l’ inclusion entre deux multi-ensembles par un facteur de multiplicité défini par : 

w (S' , x.R' ) = infS'  (wx.R'(s) div wS'(s))  (7.11) 
 
On constate que ce facteur de multiplicit�  est bas�  sur une division enti� re (div).  
 

Enfin, en g� n� ralisant les deux approches pr� c� dentes, il est possible de construire des 
requ� tes comme t r ouver  l e nombr e de f oi s où chaque magasi n peut  
f our ni r ,  �  par t i r  de son st ock de pr odui t s r � cent s,  t ous l es  
pr odui t s cher s command� s . Une telle requ� te revient �  calculer un facteur de 
multiplicit�  flou entre deux multi-ensembles :   

W (S' , x.R' ) = infS'  (Wx.R'(s)  )¸ (  WS'(s)), (7.12) 
 
o�  la division  )¸ (  est la division enti� re graduelle entre deux multi-ensembles flous. 
L' expression 7.12 g� n� ralise �  la fois l' expression 7.10 et 7.11 [Rocacher 2002b ; 
Rocacher & Bosc, 2005a-b].  
 
 
 

� �� � 2 4 / �IOH[ LEOH��
�

Cette section a pour objectif de montrer comment des requ� tes flexibles peuvent � tre 
exprim� es dans le cadre d' un langage de requ� tes tel que OQL. Cependant, la pr� sentation 
ne se veut pas compl� te et seules les extensions de quelques structures principales sont 
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analysées et illustrées au travers d’ exemples. Les extensions du modèle ODMG rendant 
possible la prise en compte de requêtes flexibles sont d’ abord décrites, puis les extensions 
de quelques expressions représentatives de OQL sont examinées.   
�

� �� �� � eOpP HQWV�G¶H[ WHQVLRQ�GX�P RGqOH�2 ' 0 * �
�

En toute généralité, puisque les multi-ensembles flous recouvrent à la fois les notions 
de multi-ensemble, ensemble flou et ensemble, il suffirait d’ introduire ce concept dans le 
modèle pour pouvoir prendre en compte toutes les collections non ordonnées. Il en est de 
même de la notion d’ entier flou qui généralise à la fois les entiers et le concept de degré. 
Cependant, par souci d’ homogénéité avec le modèle ODMG et de prise en compte de 
différentes mises en œ uvre possibles, ces concepts sont distingués [Connan, 1999].  

 
Le modèle ODMG spécifie les concepts de valeur booléenne et de nombre entier en 

définissant les types boolean et shor t. De la même manière, nous sommes conduits à 
introduire deux types complémentaires fboolean, modélisant des degrés, et fshort 
modélisant des entiers flous. Ces types permettent ensuite de construire les concepts 
d’ ensemble flou et de multi-ensemble flou d’ éléments de type t, conduisant 
respectivement à la création des types fset<t>  et fbag<t>  et de leur version objet 
correspondant aux classes Fset<t>  et Fbag<t> .  

 
Le type fboolean définit des degrés et leurs comportements logiques liés au couple 

norme/co-norme standard min/max. Celui-ci préserve la plupart des propriétés de la 
logique usuelle et est cohérent avec la notion d’ a-coupe sous-jacente à la construction des 
entiers flous. Des opérateurs spécifiques à la logique floue, conjonction et disjonction 
pondérées, moyennes, notamment, sont également fournis. Un degré est crée au travers 
d’ un constructeur noté "fb" et d’ un nombre réel compris dans l’ intervalle [0, 1], comme 
par exemple : d1 := fb(0.5). 
 

Pour construire des collections floues d’ éléments de type t, comme indiqué plus haut, 
deux constructeurs nommés fset et fbag sont utilisés. Si e1, … , en sont des expressions 
retournant des instances de type t et si d1, … , dn sont des instances de fboolean, les 
expressions suivantes retournent respectivement un ensemble flou et un multi-ensemble 
flou sur t : 

IVHW(d1, e1, d2, e2, … , dn, en), IEDJ(d1, e1, d2, e2, … , dn, en). 
 
Le constructeur fset supprime les doubles en ne conservant, le cas � ch� ant, que 
l' occurrence de degr�  le plus � lev� .  
 

Le type fshort d� finit les entiers graduels et les op� rations arithm� tiques associ� es. Ses 
instances sont g� n� r� es au travers d' un constructeur prenant en param� tre un ensemble 
flou d' entiers. Les entiers graduels sont utilis� s pour g� n� rer des multi-ensembles flous. 
Par exemple, si n1, n2, ¼ , np sont des entiers graduels correspondant aux nombres flous 
d' occurrences des � l� ments e1, e2, ¼ , ep dans un multi-ensemble flou, celui est g� n� r�  par 
l' expression suivante : 

IEDJ(n1, e1, n2, e2, ¼ , np, ep). 
 



100                                                                                       7. Interrogation flexible et OQL 

Des op� rateurs de conversion permettent de restreindre la g� n� ralit�  des concepts flous 
ainsi d� finis. Par exemple, l' op� rateur alpha-cut, ayant pour param� tre un degr� , convertit 
un ensemble flou en ensemble, et un multi-ensemble flou en multi-ensemble. L' op� rateur 
omega-cut, ayant pour param� tre un nombre entier, appliqu�  �  un multi-ensemble flou, 
retourne un ensemble flou. En particulier, il supprime les doubles quand le param� tre vaut 
1. Inversement les op� rateurs set_to_fset, bag_to_fbag et set_to-fbag permettent de 
g� n� raliser des collections strictes en les convertissant en collections floues. 
 

Par ailleurs, les op� rateurs du mod� le effectuent des conversions implicites lorsqu' ils 
combinent des objets de niveaux de g� n� ralit�  diff� rents, par exemple l' union d' un 
ensemble et d' un multi-ensemble flou. Dans ce cas, les objets les plus sp� cifiques sont 
automatiquement g� n� ralis� s. Ainsi, lors de l' union d' un ensemble et d' un multi-ensemble 
flou, l' ensemble est converti en multi-ensemble flou (chaque � l� ment est alors caract� ris�  
par le nombre flou { 1/0, 1/1} ) et le r� sultat est un multi-ensemble flou. Ce principe permet 
de combiner dans une requ� te, �  la fois des ensembles, des ensembles flous, des multi-
ensembles et des multi-ensembles flous. Dans la suite, le cas le plus g� n� ral d' expressions 
s' appliquant �  des multi-ensembles flous est consid� r� .  

 

� �� �� � eOpP HQWV�G¶XQ�ODQJDJH�G¶LQWHUURJDWLRQ�IOH[ LEOH��
 
Bien que OQL ait l' apparence de SQL, il s' en distingue par de nombreux points. C' est 

un langage fonctionnel �  inf� rence de type, c' est-� -dire que le type de l' objet retourn�  par 
une requ� te est inf� r�  �  partir des op� rateurs contenus dans la requ� te et des donn� es 
d' entr� e. En outre, aucun type n' est privil� gi�  et toutes les donn� es ont la m� me 
importance. OQL est constitu�  de fonctions de base (constructeurs, bloc 
select_from_where, agr� gations, quantificateurs, fonctions de groupement et de 
d� groupement¼ ) qui peuvent � tre librement compos� es dans la mesure du respect du 
syst� me de typage.  

 
L' extension du langage est bas� e sur la prise en compte de pr� dicats graduels. Ces 

pr� dicats appliqu� s �  des multi-ensembles g� n� rent des multi-ensembles flous. Compte-
tenu du caract� re fortement compositionnel du langage, partout o�  une collection 
(ensemble, multi-ensemble) est autoris� e, l' extension du langage doit pouvoir admettre un 
multi-ensemble flou.  

 
 
·  2 SpUDWHXUV�G¶DJUpJDWLRQ�

�
Les op� rateurs d'agr� gation count, sum, et avg sont des fonctions qui s' appliquent �  

des collections et sont sensibles aux doubles. Dans leur forme la plus g� n� rale, ils 
s' appliquent �  des multi-ensembles flous.  
 

L'op� rateur count retourne la cardinalit�  floue d' une collection en calculant la somme 
des nombres flous d' occurrences de tous ses � l� ments.  

 
 
Exemple 7.6. Si sal ai r esEmpl oy� sJeunes  est un multi-ensemble flous de salaires, 

l' expression : 
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FRXQW�salairesEmploy� sJeunes)�
 
retourne un entier graduel. En supposant que ce nombre prenne la forme { 1/0, 1/1, 1/2, 
0.8/3, 0.1/4} , on en d� duit que le multi-ensemble flou des salaires des employ� s jeunes 
contient le salaire de deux employ� s compl� tement jeunes, le salaire d' un employ�  
"presque" jeune (0.8) et le salaire d' un employ�  qui n' est presque plus jeune (0.1). ¨  
 

L'application de la fonction sum sur une collection de salaires calcule la somme des 
salaires en tenant compte de leur nombre flou d' occurrences. Elle convertit donc chaque 
salaire en un nombre graduel, le multiplie par son nombre d' occurrences puis somme le 
tout.  

 
La fonction avg r� alise une moyenne de nombres graduels. Elle s' appuie la notion de 

nombres rationnels graduels pr� sent� e au chapitre 4. 
 
 

·  $ SSDUWHQDQFH��
 

En OQL, la fonction LQ permet, d' une part, de tester l' appartenance stricte d' un � l� ment 
�  un ensemble ou multi-ensemble et, d' autre part, dans un it� rateur (quantificateur, 
op� rateur de s� lection¼ ), de lier une variable libre �  un � l� ment d' une collection. Sa 
version la plus g� n� rale (LQI ) retourne le nombre flou d' occurrences d' un � l� ment dans un 
multi-ensemble flou. De plus, comme nous le verrons par la suite,�LQI , utilis� e dans un 
it� rateur, permet de lier une variable libre �  un � l� ment d' une collection et de l' associer �  
son nombre flou d' occurrences.   
 
 

·  2 SpUDWHXU�� VHOHFW�« �IURP �« �ZKHUH�« � �
 

La définition générale du bloc OQL "select …  from  …  where … " est la suivante : si 
x1, x2, … , xn sont des variables, g une fonction, r1, r2, … , rn des expressions OQL et p(x1, 
x2, … , xn) un prédicat, alors l’ expression : 

VHOHFW�g(x1, x2, ¼ , xn)�

IURP �x1�LQ�r1, x2�LQ�r2, ¼ , xn�LQ�rn�

ZKHUH�p(x1, x2, ¼ , xn) 
 
est une expression OQL. Cette expression pr� sente deux particularit� s par rapport �  son 
homologue SQL. L' une provient du fait que les expressions ri de la clause "from" sont des 
expressions OQL, c' est-� -dire qu' elles peuvent � tre des requ� tes imbriqu� es et peuvent 
correspondre �  des collections de diff� rents types. L' autre est relative au fait que des 
d� pendances peuvent � tre � tablies entre une variable xi et les variables xj qui la pr� c� dent 
dans la clause "from". Ce m� canisme permet d' acc� der aux � l� ments d' une collection 
r� f� renc� e par un objet xj. Les donn� es ainsi manipul� es sont donc imbriqu� es. 
 

Le r� sultat d' une requ� te "select ¼  from ¼  where ¼ " est obtenu en calculant le 
produit cart� sien des collections r1, r2, ¼ , rn, en filtrant le r� sultat par la condition floue p 
et en appliquant la fonction g, ce qui peut se d� finir par l' expression alg� brique : 
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R = image(select(cart� sien(r1, r2, ¼ , rn), l t t.p), l s s.g). 
 
R peut contenir des doubles pour trois raisons diff� rentes qui peuvent se r� aliser de fa� on 
conjointe : 

1)  lors de la projection sur un attribut, plusieurs n-uplets (issus du produit cart� sien) 
ont m� me valeur pour cet attribut ; 

2)  une ou plusieurs des collections ri poss� dent des doubles ; 

3)  les collections imbriqu� es, accessibles gr� ce au m� canisme de d� pendance entre 
variables, poss� dent des doubles ou ont des valeurs en commun. 

 
 

Exemple 7.7. La requ� te visant �  trouver les salaires des professeurs, 
qui s' exprime en OQL par : 

VHOHFW p.salaire�IURP �p LQ LesProfesseurs�
�

g� n� re un multi-ensemble puisque plusieurs professeurs peuvent avoir le m� me salaire. 
Lorsqu' une des collections de la clause "from" est un multi-ensemble, le r� sultat est un 
multi-ensemble, comme dans : 

VHOHFW s 

IURP �s LQ (select p.salaire�from�p LQ LesProfesseurs)��

ZKHUH s�! �2000 �
 

Enfin, une requ� te telle que t r ouver  l es � t udi ant s di r i g� s par  l es 
ensei gnant s de l ' ensembl e LesPr of esseur s , qui s'exprime par :  

VHOHFW e  

IURP  p LQ LesProfesseurs,  

         e LQ p.dirige 
 

peut g� n� rer des doubles dans la mesure o�  un � tudiant peut � tre encadr�  par plusieurs 
professeurs.¨  
 

Dans le cadre plus g� n� ral de l' interrogation flexible, le bloc "select ¼  from ¼  
where ¼ " prend la forme : 

VHOHFW�g(x1, x2, … , xn)�

IURP �x1�LQI �r1, x2�LQI �r2, … , xn�LQI �rn�

ZKHUH�p(x1, x2, … , xn) 
 
où les collections retournées par les expressions r1, r2, … , rn� sont des multi-ensembles 
flous (résultats de requêtes flexibles) et le prédicat p est flou.  
 

Par ailleurs, les généralisations des opérateurs produit cartésien, sélection et projection 
ont été spécifiées en section 7.2, ce qui permet de caractériser l’ extension de l’ opérateur 
"VHOHFW …  IURP  …  ZKHUH … ". La composition du produit cartésien et de la sélection 
construit un multi-ensemble flou de n-uplets C caractérisé par : 
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WC([x1, … , xn]) = Wr1(x1) ́  …  ´  Wrn(xn) ´  Wp([x1, … , xn]). 
 
Ensuite, l’ application de la fonction g associe à toute image y la somme des occurrences 
de ses antécédents, d’ où la caractérisation de la collection R produite : 

WR (y) = å t Î  C [WC (t) ́  W= (y, g(t))].  
 
L'exemple suivant illustre cette d� finition au travers de quelques cas simples. 
�
�

Exemple 7.8. L' op� rateur select_from_where de OQL est un op� rateur tr� s puissant, 
nous illustrons son extension au travers de quelques requ� tes.   

 
La requ� te t r ouver  l es sal ai r es des pr of esseur s âg� s s' exprime par : 

VHOHFW p.salaire�IURP �p LQ LesProfesseurs�ZKHUH�p.age.ancien()�
 
o�  ancien() est une m� thode d� finissant un pr� dicat graduel. Cette requ� te g� re �  la fois 
des multiplicit� s, du fait de la projection sur l' attribut salaire, et des degr� s de 
satisfaction, du fait de l' emploi d' un pr� dicat graduel. Le r� sultat est un multi-ensemble 
flou de salaires d� crivant la distribution des salaires des professeurs � g� s. Une r� ponse de 
la forme { { 1/0, 1/1, 0.5/2} *3000} , { 1/0, 1/1, 1/2, 0.8/3} *3500} } , d� crit le salaire de cinq 
professeurs plus ou moins � g� s : trois professeurs sont � g� s (deux d' entre-eux gagnent 
3500 ¼��OH�WURLVL� me gagne 3000 ¼���XQ�SURIHVVHXU (un peu moins � g� ) gagne 3500 ¼��HQILQ�
le professeur le moins � g�  gagne 3000 ¼� 
 

On cherche maintenant l es empl oy� s ayant  l e m� me sal ai r e qu' un 
empl oy�  occupant  un post e i mpor t ant ,  sachant qu' une variable emp r� f� rence 
un ensemble d' instances d' une classe Employ� . En OQL � tendu, la requ� te s' exprime par :  

VHOHFW e.nom 

IURP  e LQ emp, 

�        x LQI �(VHOHFW�p�IURP �p�LQ�emp ZKHUH p.poste = "important") 

ZKHUH e.salaire   x.salaire. 
 
Si la s� lection imbriqu� e retourne le multi-ensemble flou des employ� s ayant un poste 
important suivant :  

{ { 1/0, 0.8/1} * Dupont, { 1/0, 1/1} * Dumas, { 1/0, 0.3/1} * Lucas,  
{ 1/0, 0.5/1} * Dubois, { 1/0, 0.6/1} * Lorant} ,  

 
et que les objets not� s Dupont, Dumas, Lucas, Dubois et Lorant gagnent respectivement  
3000, 4000, 2000, 2000 et 3000 ¼��OD�UpSRQVH��  la requ� te est : 

{ { 1/0, 0.8/1, 0.6/2} * Dupont, { 1/0, 1/1} * Dumas, { 1/0, 0.5/1, 0.3/2} * Lucas,  
  { 1/0, 0.5/1, 0.3/2} * Dubois, { 1/0, 0.8/1, 0.6/2} * Lorant} . 

 
Une telle requ� te permet de conna�tre le nombre de personnes occupant un 
poste impor t ant  ayant  l e m� me sal ai r e qu' un i ndi v i du donn� . Par 
exemple, Dupont a le m� me salaire que deux employ� s dont les postes sont jug� s 
importants aux niveaux respectifs 0.8 et 0.6. On remarque que l' une de ces deux personnes 
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est ici Dupont lui-m� me, puisqu' il a un poste important. Il est ensuite possible de r� pondre 
�  la question quantifi� e t r ouver  l es empl oy� s ayant  l e m� me sal ai r e que 
beaucoup d' empl oy� s ayant  un post e i mpor t ant .  
 

La requête visant à trouver les professeurs enseignant des cours 
ayant un volume important, peut se traduire par : 

 

VHOHFW  p�IURP �p LQ LesProfesseurs,  

                        c�LQ�p.enseigne�

ZKHUH�c.volume.important()�
 
où les collections LesProfesseurs et p.enseigne sont des ensembles ordinaires et la 
méthode important() définit un prédicat flou. Les aspects qualitatif (importance du 
volume d’ un cours) et quantitatif (nombre de cours) sont deux informations significatives 
qu’ il est possible de conserver en se plaçant dans le cadre des multi-ensembles flous. Dans 
le résultat final, chaque professeur est associé à la cardinalité floue des enseignements de 
volume important qu’ il dispense.  
 

Enfin, la requête suivante, qui détermine les amis des amis de Paul, s’ applique 
à des données imbriquées, chaque personne étant associée à un ensemble flou d’ amis : 

VHOHFW  y�

IURP �x LQI  Paul.amis,  

          y�LQI �x.amis.��
�

Une personne pouvant être amie avec plusieurs autres personnes, le résultat, représenté par 
un multi-ensemble flou, contient des doubles significatifs. Ainsi, chaque personne est 
associée à un nombre flou d’ occurrences précisant le nombre de ses liens d’ amitié et leur 
intensité (degré). Une telle expression peut également s’ écrire de façon équivalente : 

IODWWHQ(VHOHFW x.amis�

            IURP �x LQI  Paul.amis).�
 

L’ opérateur flatten de OQL est un opérateur de mise à plat d’ une collection de 
collections dont les caractéristiques sont exactement celles de l’ opérateur algébrique 
défini en section 7.2.¨  
 
 

·  4 XDQWLILFDWHXUV��
 

L’ opérateur count détermine la cardinalité d’ un multi-ensemble flou. L’ expression : 

FRXQW(VHOHFW x IURP  x�LQI   C : p),�
 
compte le nombre d’ occurrences de tout élément x du multi-ensemble flou C satisfaisant 
le prédicat flou p. Ce calcul correspond à la formule : 

å x Î  C [WC (x) ´  Wp (x))] 
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o�  Wp(x) est le degr�  de satisfaction p(x) exprim�  sous la forme d' un nombre flou. Le 
produit de ce nombre avec le nombre flou d' occurrences de x dans C traduit une 
conjonction et retourne un nombre flou caract� risant les occurrences x de C satisfaisant p. 
Enfin, la somme, pour tous les � l� ments x de C, de ces nombres caract� ristiques indique le 
nombre des occurrences des � l� ments de C satisfaisant (plus ou moins) p. Autrement dit, 
le r� sultat obtenu est un nombre flou dont chaque a-coupe indique le nombre 
d' occurrences xi satisfaisant : "xi appartient �  C et xi satisfait p au moins au niveau a". Un 
tel op� rateur peut ensuite � tre utilis�  pour d� finir diff� rents pr� dicats de quantification. 
 

Pour d� finir une proposition faisant intervenir une quantification universelle telle 
que "for  all x inn  C : p", il suffit de compter le nombre d' occurrences xi satisfaisant p, 
puis de chercher la coupe de niveau a ayant la m� me cardinalit�  que le support de C. Ce 
degr�  a indique que toutes les occurrences de tous les � l� ments appartenant �  C satisfont p 
au minimum au degr�  a. 
 

Exemple 7.9. La requ� te t r ouver  l e nombr e d' empl oy� s j eunes ayant  un 
sal ai r e f ai bl e s' exprime par : 

FRXQW(VHOHFW�e�IURP �e�LQI   employ� sJeunes ZKHUH e.salaire.salaireFaible()). 
 
Si empl oy� sJeunes d� signe l' ensemble flou {1/e1, 0.5/e2, 0.1/e3} , que e1 et e3 ont le 
m� me salaire, consid� r�  comme faible au degr�  0.8, et que le salaire de e2 est faible au 
degr�  0.2, le calcul effectu�  prend la forme : 

({ 1/0, 1/1, 0.1/2} ´ { 1/0, 0.8/1} ) + ({ 1/0, 0.5/1} ´ { 1/0, 0.2/1} ) = 

{ 1/0, 0.8/1, 0.2/2, 0.1/3} . 
 
Ce r� sultat s' interpr� te comme la cardinalit�  floue des employ� s jeunes ayant un salaire 
faible. Ici, aucun employ�  jeune ne satisfait compl� tement la condition p � t r e j eune 
et  avoi r  un sal ai r e f ai bl e, un seul de ces employ� s satisfait p au niveau 0.8, 
deux satisfont p au moins au degr�  0.2 et trois satisfont p au degr�  0.1. Il est ensuite ais�  
de r� pondre �  la requ� te est-ce que t ous l es empl oy� s j eunes ont  un 
sal ai r e f ai bl e ?,  qui s' exprime par :  

IRU�DOO�e�LQJ  employésJeunes�: e.salaire.salaireFaible(). 
 
Ce pr� dicat est satisfait au degr�  0.1, ce qui correspond au niveau de satisfaction de la 
cardinalit�  du support de la collection empl oy� sJeunes  (c' est-� -dire 3) dans le 
d� nombrement pr� c� dent ({ 1/0, 0.8/1, 0.2/2, 0.1/3} ).̈  
 

Le quantificateur existentiel pr� sent dans l' expression "exists x inn  C : p" se d� finit en 
� valuant le nombre flou des occurrences xi des � l� ments de C satisfaisant p puis en 
retournant le degr�  a associ�  �  la cardinalit�  1 de ce nombre. Ce degr�  exprime dans 
quelle mesure la collection des � l� ments de C satisfaisant p est au moins de cardinalit�  1, 
et donc dans quelle mesure il existe au moins un � l� ment. 

 
 
Exemple 7.10. La question existe-t-i l  un empl oy�  j eune ayant  un 

sal ai r e f ai bl e ?, s' exprime par : 

H[ LVW�x�LQJ  employ� sJeunes�: x.salaire.salaireFaible(). 
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Lors de l' � valuation, on v� rifie qu' il y a au moins un employ�  satisfaisant les conditions 
requises. Si plusieurs employ� s les satisfont quelque peu, le degr�  retourn�  est celui de 
l' employ�  qui les satisfait le mieux. D' apr� s le d� nombrement de l' exemple 7.9, la 
proposition est satisfaite au degr�  0.8 car celui-ci correspond au degr�  associ�  au nombre 
1.¨  
 

Enfin, les requ� tes introduites dans ce chapitre permettent de collecter des informations 
qualitatives et quantitatives gr� ce �  des entiers graduels. Une riche palette d' op� rateurs de 
quantifications utilisant ces nombres graduels peut donc � tre mise en ú uvre, afin 
d' exprimer des requ� tes quantifi� es.  

 
 

� �� � %LODQ�
 

Ce chapitre a permis d' aborder certains aspects de l' interrogation flexible de bases de 
donn� es orient� es-objet. La d� marche suivie consiste �  d� finir un cadre g� n� ral dans 
lequel des pr� dicats graduels et diff� rents types de collection peuvent � tre conjointement 
pris en compte dans une requ� te. La notion de multi-ensemble flou d� finie g� n� ralise �  la 
fois les ensembles, les multi-ensembles et les ensemble flous, en s' appuyant sur la notion 
d' entier graduel. En cons� quence, des op� rateurs multi-ensemblistes, combinant 
naturellement ces diff� rents types de collection, ont � t�  propos� s et une alg� bre orient� e 
objet � tendue, ne comportant qu' un faible nombre d' op� rateurs g� n� riques, a � t�  sp� cifi� e.  

 
Ainsi, les op� rateurs d� finis dans les cadres sp� cifiques li� s aux ensembles, multi-

ensembles ou ensembles flous, sont des cas particuliers de leurs homologues d� finis dans 
le cadre plus g� n� ral offert par les multi-ensembles flous. La composition de ces 
op� rateurs � l� mentaires permet de d� finir la s� mantique de requ� tes complexes exprim� es 
dans un langage alg� brique ou dans un langage de requ� tes de haut niveau. Il a � t�  montr�  
que la prise en compte de requ� tes flexibles par OQL peut � tre envisag� e moyennant des 
� volutions limit� es du mod� le ODMG. En fait, il suffit de d� finir des classes ou types 
correspondant aux concepts de degr� , de nombres (entiers, rationnels) graduels, 
d' ensemble flou et de multi-ensemble flou. De telles extensions peuvent ais� ment � tre 
d� finies dans le cadre du mod� le objet. Les expressions OQL, qui tiennent d� j�  compte de 
facteurs de multiplicit�  sur les � l� ments retourn� s au travers des entiers et des multi-
ensembles, peuvent � tre g� n� ralis� es assez naturellement pour op� rer sur des nombres 
flous et des multi-ensembles flous.  
 

Nous avons montr�  que la division relationnelle entre relations floues s' � tend en 
consid� rant des multi-ensembles flous et que, dans ce cas, l' inclusion sous-jacente est 
caract� ris� e par un facteur de multiplicit�  flou issu de divisions enti� res graduelles. Mais 
la division peut aussi � tre rendue graduelle en rel� chant la contrainte sous-jacente au 
quantificateur universel tous. Une telle op� ration permet de rechercher les valeurs 
associ� es �  presque tous les � l� ments de la relation diviseur. Un exemple d' une telle 
requ� te est quels sont les magasins capables de fournir pr esque t ous 
l es pr odui t s command� s . Cette division est dite approch� e. Elle peut � galement 
s' appliquer sur des relations floues. Prolongeant cette approche analys� e dans [Bosc et al., 
2005a], une piste qu' il reste �  explorer consiste �  envisager des divisions approch� es sur 
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des multi-ensembles flous dans le but d’ exprimer des requêtes comme : trouver les 
magasins capables de fournir en grand nombre, à partir de leur 
stock de produits récents, la plupart des produits chers 
commandés.  
 

Par ailleurs, il faut souligner que quelques � tudes visent �  d� finir des mod� les objets 
� tendus int� grant d' autres concepts flous : classe floue, h� ritage flou, instanciation floue, 
relation floue [Rossazza, 1991 ; George et al., 1993 ; Van Gyseghem, 1995 ; De Caluwe , 
1997 ; De Tr�  & De Caluwe 2003 ]. Ces concepts sont complexes �  ma�triser et demeurent 
un sujet de recherche largement ouvert, on en trouvera une synth� se et analyse dans 
[Cross, 2003]. Il est int� ressant de constater que, compte tenu des objectifs vis� s par 
l' interrogation flexible, un tel niveau de complexit�  ne s' av� re pas n� cessaire. 
 
 





 

 

 
 
 
 
 
 

&RQFOXVLRQ�HW�SHUVSHFWLYHV�

�

Dans ce document synth� tisant nos travaux sur l' interrogation flexible de bases de 
donn� es, nous avons pris le parti d'effectuer, �  l' issue de chaque chapitre, un bilan du 
travail r� alis� . Nous avons aussi pr� cis�  la position et les particularit� s de nos propositions 
par rapport aux autres � tudes dans le domaine et quelques prolongements techniques 
sp� cifiques ont d� j�  � t�  � voqu� s. Dans cette conclusion nous reprenons bri� vement 
certains des points cl� s de nos propositions et nous � voquons ensuite quelques 
perspectives g� n� rales que nous souhaitons explorer ou que nous avons d� j�  commenc�  �  
prospecter.  
 
 

·  %LODQ�
 
 

Au terme de cette pr� sentation quels sont les quelques points fondamentaux �  retenir ? 
Nos objectifs initiaux � taient, d' une part, de proposer des solutions afin de r� pondre �  
certaines faiblesses de SQLf vis �  vis notamment de la prise en compte de quantit� s dans 
des requ� tes flexibles et, d' autre part, d' � tudier comment rendre flexible un langage de 
requ� tes adress� es �  des bases de donn� es �  structures complexes de type objet ou 
relationnel-objet. La d� marche propos� e repose sur la construction d' une structure 
g� n� rale, les multi-ensembles flous, int� grant �  la fois les concepts d' ensemble flou et de 
multi-ensemble. L' originalit�  de cette structure provient de l' � mergence du concept 

d' entier graduel ( f) qui, en � tendant �  la fois la notion d' entier et de valeur de v� rit� , se 
d� marque de la notion de nombre flou (impr� cis). Les entiers graduels offrent un unique 
formalisme pour caract� riser les ensembles, multi-ensembles, ensembles flous, multi-
ensemble flous. D� s lors, ceux-ci peuvent � tre trait� s de la m� me mani� re gr� ce �  un 
faible nombre d' op� rateurs alg� briques g� n� riques. Les extensions ainsi obtenues 
apparaissent assez "intuitives" car elles � tendent "naturellement" des concepts usuels. De 
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plus, f a pu � tre prolong�  en f, l' ensemble des entiers relatifs graduels, puis f, 
l' ensemble des nombres rationnels graduels, d� finissant ainsi les outils de base pour traiter 
des notions de quantit� s absolues ou relatives. Un des fils conducteurs de nos propositions 
a � t�  de d� finir des syst� mes de calculs exacts sur des quantit� s graduelles puis, en 
fonction des besoins, d' offrir �  l' utilisateur diff� rents r� sum� s des r� sultats exacts (mais 
graduels) obtenus. Nous avons propos�  d' � valuer ces r� sum� s au moyen d' int� grales 
pond� r� es par des fonctions transformant des degr� s d' appartenance en degr� s 
d' importance mais l' approche est ouverte et d' autres techniques peuvent � tre consid� r� es. 
De mani� re analogue, la comparaison de quantit� s graduelles a conduit �  d� finir des 
r� sultats exacts, appel� s satisfactions globales, correspondant �  des valeurs de v� rit�  
g� n� ralis� es (floues). De telles valeurs, qui ne recouvrent pas d' incertitude ou 
d' impr� cision, peuvent � tre compos� es puis r� sum� es en degr� s. Le cadre ainsi obtenu 
permet de d� finir une approche pour � valuer des expressions quantifi� es g� n� ralisant 
celles bas� es sur des int� grales de Choquet ou de Sugeno. Pour terminer, nous avons 
montr�  que les nombres graduels et les multi-ensembles d� finissent un cadre g� n� ral 
particuli� rement bien adapt�  pour int� grer les propositions existantes du langage de 
requ� tes flexibles SQLf, permettre la prise en compte de nouvelles requ� tes combinant 
quantit� s et gradualit� , traiter des requ� tes sur des donn� es complexes et introduire de la 
flexibilit�  dans un langage de haut niveau comme OQL.  

 
Bien entendu, comme nous l' avons mentionn�  dans les bilans de chaque chapitre, le 

travail n' est pas achev�  et il reste un certain nombre de prolongements �  explorer. 
N� anmoins, les travaux que nous avons pr� sent� s ont le m� rite d' � tre relativement 
complets et constituent un ensemble coh� rent avec une finalit�  applicative cibl� e. La 
d� marche g� n� rale suivie r� pond �  la volont�  d' � tablir une caract� risation claire des 
concepts et de leur utilisation avant toute consid� ration de mise en ú uvre. En outre, il est 
important de souligner que les concepts introduits sont g� n� raux. En cons� quence, la 
port� e des propositions va bien au-del�  du cadre restreint de l' interrogation flexible de 
bases de donn� es et peut trouver notamment des applications dans les syst� mes 
d' information et la recherche d' information. Ainsi, par exemple, les notions de multi-
ensemble flou et de diff� rence, telles que nous les avons pr� sent� es, ont � t�  utilis� es pour 
analyser les comportements d' utilisateurs au cours de recherches sur le Web [Meghabghab 
& Windham, 2002 ; Meghabghab, 2003] ; les notions d' entiers relatifs et de nombres 
rationnels ont � t�  utilis� es pour calculer des indices de similarit�  dans des processus de 
classification de documents [Damiani et al., 2004] ; enfin, dans [Fortin et al., 2004 ; 
Dubois & Prade 2005], une notion de front, semblable �  notre approche des nombres 
graduels, a � t�  introduite pour d� finir des intervalles flous.  
 
 

·  3HUVSHFWLYHV�
 
 
ƒ $ FFqV�SHUVRQQDOLVp�j �O¶LQIRUP DWLRQ�
 

Durant l' ann� e 2003, dans le cadre d' une action sp� cifique du CNRS (AS98/RTP9), 
nous avons particip�  �  une r� flexion globale sur l' acc� s personnalis�  �  l' information aussi 
bien dans le domaine des bases de donn� es que dans celui de la recherche d' information. 
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Que ce soit dans le contexte des systèmes d’ information d’ entreprise, du commerce 
électronique, de l’ accès au savoir et aux connaissances ou même des loisirs, la pertinence 
de l’ information délivrée, son intelligibilité et son adaptation aux usages et préférences 
des clients constituent des facteurs clé du succès ou du rejet de ces systèmes. Plus 
précisément, l’ objectif est d’ explorer les différentes dimensions qui caractérisent la 
personnalisation tant au niveau des profils utilisateurs et de leur mode d’ élaboration qu’ au 
niveau de leur utilisation dans l’ exécution adaptative des requêtes. Ce travail a conduit à 
l’ élaboration d’ un rapport [Bouzeghoub et al., 2003] puis s’ est concrétisé sous la forme 
d’ un projet ACI masses de données appelé APMD (Accès Personnalisé à des Masses de 
Données) [http://apmd.prism.uvsq.fr/], planifié sur trois ans avec un démarrage en 
novembre 2004.  

 
Les problèmes posés sont : comment formaliser et modéliser les centres d’ intérêt des 

utilisateurs ? Comment exprimer leurs préférences ? Quels langages pour exprimer des 
interrogations ? Quels impacts les profils utilisateurs ont sur l’ évaluation des requêtes ? 
Comment faire évoluer les profils utilisateurs en fonction du comportement de ces 
derniers ou de l’ évolution de leurs besoins ? Parmi les différentes solutions envisageables, 
la théorie des ensembles flous, avec sa capacité à représenter des idées de similarité, de 
préférences ou encore d’ incertitude, et l’ interrogation flexible ont semblé des pistes 
particulièrement intéressantes à explorer. Plus spécifiquement le problème posé est de 
déterminer comment exprimer des préférences dans un profil, quelles parties du profil 
utilisateur peuvent être utilisées pour enrichir une requête et comment cette intégration 
peut être réalisée dans un langage étendu.  

 
Par ailleurs, en parallèle du projet APMD, nous avons entrepris une démarche visant à 

valoriser la problématique de l’ accès personnalisé à l’ information dans le cadre d’ un 
projet régional GIS ITS Bretagne [http://www.cotesdarmor.fr/html/DEVDICP/ 
cotes_darmor/can/gis/DossierpresseGIS.pdf] consacré aux systèmes de transport 
intelligents. En effet, les systèmes d’ information mobiles comportent des aspects liés à la 
fourniture de services � volu� s aux utilisateurs n� cessitant le recours �  la personnalisation. 
Ces syst� mes constituent un champ d' investigation et d'exp� rimentation particuli� rement 
prometteur concernant tous les besoins li� s �  la t� l� phonie mobile, agendas personnels 
(PDA) et syst� mes embarqu� s. De par leurs contraintes physiques ou techniques (� cran de 
petite taille, clavier absent ou r� duit, bande passante limit� e, etc.), les services accessibles 
via ces � quipements requi� rent une personnalisation permettant de limiter l©effort et le 
temps pass�  �  la recherche de l©information pertinente. La position g� ographique de 
l©utilisateur connue au moyen d' un GPS apporte des informations suppl� mentaires 
contribuant �  personnaliser la notion d©information pertinente. Ces techniques offrent des 
moyens d©aide �  la d� cision pour l©utilisateur, en fournissant les informations les plus 
pertinentes �  chaque instant et en toute situation. 
 
�
ƒ ,QWHUURJDWLRQ�IOH[ LEOH�GH�GRQQpHV�VHP L�VWUXFWXUpHV��
 

Si les bases de donn� es orient� es-objet � prouvent des difficult� s �  s' imposer 
commercialement, il reste au moins que les techniques d� velopp� es dans ce cadre sont 
riches et ont des retomb� es importantes. Par exemple, les architectures des serveurs 
d' application, dont on constate actuellement l' av� nement, adoptent des principes 
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d'organisation en composants qui tirent parti des technologies d� velopp� es dans le cadre 
des SGBDOO. De m� me, les environnements (mod� le de stockage, langage 
d' interrogation¼ ) d� velopp� s autour de XML r� utilisent des techniques de base des 
SBGDOO. � tudier comment rendre plus flexibles les syst� mes d' interrogation de 
documents semi-structur� s constitue une suite logique du travail effectu�  autour de OQL. 
En effet, ce langage comporte de nombreux points communs avec des langages 
d' interrogation adapt� s �  des donn� es de type XML, comme XML-QL ou Xquery. Un 
certain nombre de nos propositions pourraient naturellement � tre appliqu� es dans ce cadre 
sp� cifique. En outre, dans une telle � tude, la prise en compte de listes, arbres ou graphes 
para�t plus particuli� rement int� ressante �  analyser. Dans ces langages d' interrogation 
sp� cifiques, ces structures sont g� n� ralement d� crites au moyen de mod� les (patterns) 
d� finis par des expressions r� guli� res. Ces mod� les de structures ont un pouvoir 
d' expression assez riche dans la mesure o�  ils peuvent comporter des variables logiques, 
des choix ou des quantit� s. L' id� e �  explorer consiste �  examiner comment des 
pr� f� rences peuvent � tre introduites au sein m� me des patterns en autorisant des 
pr� f� rences sur les choix de leurs constituants ou en prenant en compte des conditions 
graduelles sur les variables. De telles conditions peuvent porter sur des caract� ristiques 
comme l' ordre des � l� ments dans une structure, la profondeur, le voisinage et, bien 
entendu, des quantifications, enrichissant ainsi sensiblement la capacit�  d'expression des 
langages d' interrogation.  

 
Dans le domaine de la repr� sentation des connaissances et de la manipulation de 

documents XML, une collaboration avec le laboratoire du D� partement des Technologies 
de l' Information (DTI) de Milan, dans le cadre du programme Vinci11, a donn�  lieu �  une 
co-tutelle de th� se. Le travail est en cours et a conduit �  l' � tude de m� canismes 
d' extraction de connaissances �  partir d' une base de documents XML s' appuyant sur leurs 
structures. Diff� rentes mesures de similarit�  bas� es sur les concepts de multi-ensembles 
flous et de nombres graduels ont � t�  propos� es [Ceravolo & Rocacher, 2005]. Elles 
permettent de comparer et classer des documents ou parties de documents.  

 
 

ƒ 5 pVXP pV�GH�GRQQpHV��
 
Un des moyens d� velopp� s pour manipuler des masses de donn� es consiste �  en donner 

une ou des vues plus ou moins synth� tiques ce qui peut conduire �  construire des 
descriptions approch� es de l' information disponible. De tels r� sum� s, plus ou moins 
complexes, peuvent s' appuyer sur des m� canismes de changement de granularit�  et 
d' utilisation d' � tiquettes linguistiques qui pourront � tre interpr� t� es en fonction de 
contextes associ� s. Il s' agit alors d' � tudier comment l' utilisation de descriptions 
impr� cises peut permettre la construction de vues synth� tiques sur une ou plusieurs bases, 
par exemple, en fusionnant certaines donn� es, en facilitant des regroupements ou en 
faisant � merger de nouvelles propri� t� s. Il est clair que les notions de quantifications 
jouent un r� le important dans cette approche de "compression" des donn� es [Yager, 
1996 ; Kacprzyk, 1999 ; Bosc et al, 2002]. Elles permettent de sp� cifier des propri� t� s sur 

                                                
11 Programme d' aide au d� veloppement d' � changes franco-italiens dans le domaine de 
l' enseignement sup� rieur et de la recherche scientifique. Il est pilot�  par l'Universit�  
franco-italienne.  
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les � l� ments observ� s et de caract� riser les regroupements mis en ú uvre. Se pose alors la 
question d' analyser comment les techniques d' interrogation de bases de donn� es doivent 
� tre adapt� es pour prendre en compte de telles bases. Une t� che sp� cifique du projet 
APMD � voqu�  pr� c� demment, est d� di� e �  ces aspects et doit � tre men� e en collaboration 
avec l' � quipe BaDRI du Laboratoire d' Informatique de Nantes (LINA) qui a acquis une 
exp� rience significative sur la construction de r� sum� s hi� rarchiques fond� s sur 
l' utilisation d' � tiquettes linguistiques [Raschia &  Mouaddib, 2002]. 

 
 
 

 
ƒ 0 DQLSXODWLRQ�GH�GRQQpHV�LP SUpFLVHV��
 

Dans le contexte de ce document, l' interrogation flexible concerne l' interrogation 
d' une base contenant des donn� es usuelles gr� ce �  des requ� tes dont les pr� dicats peuvent 
� tre graduels. Une autre probl� matique porte sur l' interrogation d' une base de donn� es 
contenant des donn� es mal connues. Dans [Rocacher, 1994a-b] quelques � l� ments de 
r� flexion sur la prise en compte de donn� es mal connues dans un mod� le objet avaient � t�  
abord� s. Il en ressort qu' un objet se caract� rise par deux types d' information : son contenu 
(valeur) et son OID (r� f� rence), ce qui engendre diff� rentes situations selon qu' un objet 
est parfaitement identifi�  mais que son contenu est mal connu, que son contenu est bien 
caract� ris�  mais son identit�  incertaine ou que identit�  et contenu sont simultan� ment mal 
contenus. Par ailleurs, P. Bosc et O. Pivert ont port�  une attention particuli� re aux 
techniques d' interrogation d' un mod� le de donn� es relationnel possibiliste [Bosc & Pivert, 
2005], c' est-� -dire d' un mod� le relationnel o�  certaines valeurs d' attributs peuvent � tre 
repr� sent� es par des distributions de possibilit� . Dans ce cadre, l' expression de requ� tes 
alg� briques repose sur une hypoth� se d' ind� pendance des distributions d� crivant des 
valeurs mal connues. Il serait int� ressant de revoir cette probl� matique dans le cadre plus 
large des bases de donn� es objets o�  la notion de r� f� rence peut partiellement r� soudre 
des probl� mes de d� pendance. D' un point de vue applicatif, une telle � tude peut s' int� grer 
dans le cadre particulier de l' acc� s personnalis�  �  l' information. En effet, un profil 
utilisateur peut � tre issu de la fusion d' informations provenant de diff� rentes sources 
auxquelles on attribue une confiance plus ou moins importante et peut donc contenir des 
caract� ristiques impr� cises repr� sent� es par des distributions de valeurs possibles. Par 
exemple, l' � ge d' un utilisateur peut � tre mal connu et diff� rentes hypoth� ses sur celui-ci 
peuvent � tre mat� rialis� es par une distribution de possibilit�  sur des � ges. Diff� rents 
probl� mes peuvent alors se poser comme : comment constituer de tels profils mal connus, 
comment interroger une base de profils possiblement impr� cis, comment int� grer et tirer 
parti de ces donn� es dans la construction d' une requ� te ? 
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